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具 非 负 特征 形式 的 二 阶 方程 构成 了 偏 租 分 方程 理论 的 一 个 新 
分 支 ， 它 在 过 去 的 二 十 年 中 已 经 出 现 ， 近 年 来 又 得 到 了 十 分 迅速 
的 发 展 . 

形式 为 

LG) = s GO uas + Gua, + eG mf) G) 
的 方程 ,如 果 在 G 的 每 一 点 上 ， 对 于 任意 的 向 量 
E= (Bor E), 
有 BORES 0， 则 说 它 在 集合 G 上 是 具 非 负 特征 形式 的 二 阶 
方程 在 方程 《1) 中 ,规定 重复 指标 表示 从 1 Ж» ЖЖ 
r= Ki x). 
这 种 方程 有 时 也 称 为 退化 靖 圆 多 方程 或 柄 加 -抛物 型 方程 

这 类 方程 包含 椭圆 型 和 擅 物 型 方程 ， 一 阶 方程 ， 超 抛物 型 广 
程 ，Brown 运动 方程 等 等 

现在 已 经 建立 了 具 非 负 特 征 形式 的 二 阶 方程 一 般 理 论 的 基 
础 ,本 书 的 且 的 在 干 介绍 这 些 基础 . 

很 早 以 前 ,特别 在 大 约 60 年 前 发 表 的 Piconere 的 沦 文中 ,就 
研究 过 与 已 深 人 研究 的 酉 贺 型 或 拢 物 型 方程 不 相同 的 、 形 式 为 
(1) 的 特殊 类 型 方程 

Tricomi 的 研究 报告 aw 以 及 后 来 的 混合 型 方程 的 研究 ， 引 起 
了 更 一 般 地 研究 在 区 域 边界 退化 的 酉 圆 型 方程 的 兴趣 ， 即 研究 具 
有 如 下 条 件 的 形式 为 (1) 的 方程 ， 在 区 域 Q 的 点 上 当 ERO 
a! GE > 0， 而 在 区 域 边界 的 点 上 对 干 一 切 的 8。 有 

абы > 0, 

M. В. Келдыш 在 1951 年 йк Ж", 开创 了 一 系列 的 工作 ， 

在 此 理论 的 发 展 中 起 了 重大 的 作用 。 正 是 Келдыш 的 这 篇 论文 ， 


ede 


首先 揭示 了 这 样 的 事实 :、 对 于 在 边界 退化 的 项 加 型 方程 的 情况 。 
在 一 定 假设 下 ， 部 分 边界 可 以 不 受 边界 条 件 的 限制 。 继 Келдыш 
论文 后 的 许多 工作 都 深入 研究 了 在 边界 退化 的 任意 阶 稍 圆 型 方程 
的 边 值 问 题 。 在 这 些 研究 工作 中 使 用 了 各 种 方法 ， 这 些 方法 以 前 
在 炸 同 型 方程 理论 和 偏 微 分 方程 理论 的 其 它 分 支 中 曾经 应 用 过 
(在 [123] 中 可 以 找到 这 些 文章 的 一 些 概述 )， 联 系 泛 函 分 析 方法 
研究 在 边界 退化 的 椭 夯 型 方程 ,就 出 现 带 加 权 赋 范 函 数 空间 理论 ， 
对 于 这 个 空间 获得 类 似 于 C. JL Соболев 的 嵌入 定理 (参看 [71， 
84, 133] 等 等 )， 最 近 研究 了 在 区 域内 部 的 子 流 形 上 或 在 它 的 边 
界 上 人 退化 的 拟 微分 方程 《这些 是 [24, 77, 78, 134—136] 等 论文 
所 讨论 的 )， 氢 微分 方程 理论 的 方法 ,在 很 多 情况 下 ， 对 于 在 边界 
退化 的 糊 辐 型 方程 几乎 导致 决定 性 的 结果 。 特别 对 研究 古典 的 
Poincaré 斜 导数 问题 导致 了 重要 的 进展 (参看 [24，77，78]). 

我 们 将 研究 形式 (1) 的 一 般 方程 , 它 在 特征 形式 Са) Ek 对 
FER Eve 0 可 能 为 0 的 x 点 集 上 不 加 任何 限制 . 本 书 所 发 展 的 
理论 ,特别 包含 了 在 边界 上 退化 的 二 阶 椭 贺 型 方程 的 成 时。 

1956 年 Fichera 发 表 的 论文 外、 对 发 展 具 非 负 特征 形式 二 阶 
方程 的 一 般 理 论 是 一 个 重要 的 步 妈 .在 那 篇 论文 中 ， 对 于 具 非 负 
特征 形式 的 一 般 二 阶 方程 。 提出 了 类 似 王 精 圆 型 方程 的 Dirichlet 
和 Neumann 问题 的 边 信和 问题 。 在 边界 为 的 区 域 0 中 ,方程 (1) 
的 第 一 边 值 问题 ( 或 Dirichlet 问题 ) 表述 如 下 REAR аба), 使 
得 


100) = 1, ЖОЙ Q) 

和 
ug, RUE E (3) 
这 里 了 f е 是 相应 地 定义 在 9 和 ШУ, 上 的 函数 。 后 者 是 了 的 
子 集 , 将 在 下 面 定义 . 将 区 域 吕 的 整个 边界 分 划 为 集合 Xe 5, 
Ee X Won (m, + лы) 是 边界 3 的 内 法 向 量 ， 我 们 用 2, 
记 边 界 了 的 非特 征 部 分 ， 即 X, 是 了 3 上 适合 atinan, > 0 的 点 集 。 
在 an n; 一 0 的 集合 У\Х, 上 检验 Fichera А b = (bati )ng, 


Hx, E. DER II, 的 子 集 ,那里 相应 的 上 一 0, 500 和 
b<0, (KEDR y BBW у ERE juj (2), G) 
与 [63] 的 M. B. Келдыш 问题 恰好 相合 .) 

我 们 注意 到 边界 分 划 为 X. X. EX. >, Л, РЕ 
变换 是 不 变 的 . 

对 于 问题 (2), (3) 产生 如 下 的 问题 : 方程 的 系数 和 区 域 的 边 
RAELA HE (2), (3) 的 解 才 存 在 ,唯一 ,并 且 县 有 一 定 
阶 数 的 光滑 性 > 简单 的 例子 表明 ， 问 题 (2)，(3) 可 能 没有 光滑 
解 (参看 第 一 章 $8).) 

从 Fichera 的 论文 ”中 得 到 在 97,00) 空间 问题 (2)，(3》 
的 光滑 解 的 一 个 先 验 估计 ， 特 别 证 明了 : 如 果 在 QUZ 中 ,< < 0 
并 且 c* < 0， 则 对 于 所 有 在 Ш>, 上 满足 条 件 «= 0 K Co 
ОХ) 类 函数 x 和 折 有 的 P Z3, 估计 
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成 立 , 这 里 се aM. bite 我 们 用 COUI) 表示 这 
PORRA: 它 的 直至 有 阶 的 导数 在 QUI 上 连续 (参看 第 一 章 
$2). 

利用 估计 (4) RI L0) 空间 线性 谤 函 的 表示 定理 ，Fichera 
获得 了 问题 (2), (3) 在 Z0) 空间 弱 解 的 存在 定理 。 

对 于 я == 0， 问 题 (2), (3) 的 弱 解 定 义 为 空间 S CQ) BUR 
数 u(x)， 它 对 于 在 BUI, 上 等 于 0 的 任意 COUI) 类 函数 
°G), MERDEER 


Luo - Lue (5) 
这 里 
ОЧОР c, 
Ф m 204 — i 
《参看 第 一 章 3). 


Fichera 也 证 明了 : 在 具 内 积 


ES Ке? ва) + bus Т?Л 


的 Hilbert 空间 多 rh, [ай (2), (3) 的 解 的 存在 性 .其 证 明基 
于 Riez 表示 定理 , 

用 椭 贺 正则 化 方法 可 以 证 明 在 2 n S,(O) 的 函数 类 或 有 
ЖЫЙ, (2), (з) 的 弱 解 的 存在 定理 (参看 [91, 93] 和 第 一 
章 35)， 在 这 个 方法 中 ， 对 于 光滑 的 和 &, 问题 (2), (3) 的 弱 
ЕЯ 

sbu + 10и) = f (在 Q 内 ), є = cont > 0 (6) 
及 边界 条 件 


а= УЕ Ө) 
的 Dirichlet 问题 的 解 对 e — 0 取 极 限 而 得 到 的 , 其 中 8 是 在 5, 
О» БУМ К, 为 了 证 明 (6),(7) 的 解 当 s 一 0 时 
存在 极限 ,需要 建立 这 些 解 在 适当 空间 的 范 数 的 一 致 估计 (关于 e) 
以 及 在 区 域 边界 上 的 导数 的 估计 ， 

在 Fichera 的 论文 中 ,提出 了 问题 (2) 和 (3) 在 空间 se (O) 
Ju 26 的 弱 解 的 唯一 性 问题 。 

(Q2. G) 的 弱 解 的 唯一 狂 问 题 最 早 在 [91] 研究 过 (也 可 参看 
593] 和 第 一 章 $ 6)。 这 种 广义 解 的 唯一 性 定理 ， 是 用 椭 加 正则 北 
方法 证 明 的 。 在 方程 (27 的 系数 和 区 域 2 的 边界 广泛 假定 下 ， 证 
明了 在 《5) 的 意义 下 的 弱 解 在 sZ ,(Q)(p 3) 的 函 救 类 中 是 唯 
一 的 。 在 这 个 结果 中 , 假设 了 集合 在 中 的 边界 T 是 县 有 (m 
一 D RENE. 

在 第 一 章 $6 中 ,给 出 问题 (2)，(3) 的 一 些 例子 ， 它 们 满足 
97,00) 函数 类 ( 之 3) 弱 解 的 唯一 性 定理 的 全 部 假定 , 但 是 在 
00) (e < 3) 函数 类 中 ， 唯 一 性 却 不 成 立 。 这 些 便 子 表明 第 
一 章 $ 6 关于 能 解 唯一 性 的 基本 定理 在 某 种 意义 下 是 尽 可 能 好 的 
8. 

Phillips 和 Sarasonco 给 出 问题 (27，(3) 的 一 个 例子 ;其 中 了 
具有 正 的 〈m 一 1) 维 测度 ,甚至 在 有 界 可 测 函数 类 中 , 问题 的 弱 


“+. 


解 不 是 唯一 的 . 

他 们 在 [102] 中 将 《2) 化 为 对 称 方程 组 并 且 应 用 对 称 算 子 的 
延 拓 理论 ,证 明了 在 空间 OE 中 ,问题 (2)，(3) 弱 解 的 唯一 性 定 
理 ， 在 第 一 章 §56 中 证 明了 类 似 的 定理 .后 面 这 个 定理 ,对 弱 解 的 
要 求 比 在 空间 OC 存在 有 限 范 数 更 弱 ， 但 要 求 (2) 的 最 高 阶 导 数 
的 系数 可 以 连续 延 拓 到 х, 的 一 个 邻 域 , 并 且 保持 特征 形式 的 非 负 
性 ,还 要 求 具有 有 界 的 二 阶 导数 。 在 这 个 定理 中 ,系数 可 以 连续 延 
丘 的 条 件 可 以 换 成 要 求 弱 解 在 X, 上 在 某 种 弱 意 义 下 取 给 定 值 . 

对 于 分 片 光滑 区 域 也 建立 了 《2)，(3)》 AREER 

在 A. М. Ильин 的 学 位 论文 中 ,研究 了 一 类 特殊 的 其 非 负 
特征 形式 的 二 阶 方 程 QD, (3) 的 光滑 解 的 存在 人 姓 问题 (参看 L7, 
58, 59])。 他 发 现在 这 类 方程 中 ,为 了 使 (2), (3) 的 光滑 解 存在 ， 
《2) 的 系数 及 其 导数 必须 满足 某 些 不 等 式 。 

在 [92, 93] 中 给 出 了 (2), (3) 存在 光滑 解 的 广泛 充分 条 件 。 
这 些 文 章 还 证 明了 这 个 向 题 弱 解 的 光滑 性 定理 .这 些 定理 的 证 明 
基于 如 下 的 引 理 (参看 1931, 也 可 以 参看 第 一 章 $ 7), 

假定 对 于 К” 的 一 切 > Яп E = (E.,: „), ан) 2 0, 
还 假定 at(x) 属于 Co CRT) Ж, 那么 每 个 函数 v € Con(R") B. 
满足 不 等 式 

Cao Y < Мабо ал, (8) 
其 中 ,常数 M 仅 仅 依赖 于 o 的 二 阶 导数 ， 我 们 用 Col) 表示 这 
样 的 函数 类 : 它 及 其 直至 不 阶 导数 在 9 内 有 界 ， 这 个 引 理 对 于 研 
究 方程 《1) 的 弱 解 的 局 部 光滑 性 同样 具 有 重大 的 应 用 价值 (参看 
第 二 章 $ 6), 

FAHAT (2), G) 在 ClO) 类 中 存在 解 的 一 个 充分 条 件 
Ж: 方程 的 系数 和 函数 f 属于 co (O) 35. 区 域 0 的 边界 充分 光 
请, 不 等 式 < < 一 co < 0 成 立 (这 里 是 依赖 于 * 的 数 ), 并 且 系 
Жан 可 以 连续 延 拓 到 XQU X,U Z, 的 邻 域 ,在 沪 邻 域 中 ，eb 属于 
Co 类 且 特 征 形式 а, 非 负 ， 此 外 ,假设 集合 下, XUI, 
没有 公共 点 (参看 [92, 93, 1471). 在 Kohn 和 Nirenberg 的 论 


Звер, ЗЕТ (2), (3) 光滑 解 的 存在 问题 (没有 假定 系数 at 
可 以 经 过 边界 连续 延 拓 而 具有 上 面 指出 的 性 质 ) 《参看 第 一 章 
$9) 。 他 们 获得 (2) Яп (3) 在 Соболев 空间 WIO) 存在 解 的 
条 件 。 在 这 些 结果 中 ， 假 设 УУ, 和 5%) 3, 的 交集 是 空 的 ,在 
ОМЖ cx —с,< 0, ЖЕ, E, b — b < 0, 这 里 , 常 
数 c。 和 如是 充分 大 的 ,为 了 简单 起 见 , 假设 方程 (2) 的 系数 , o 
的 边界 和 函数 f 及 к 都 是 无 穷 次 可 微 的 。 在 谈 到 的 这 篇 文章 中 ， 
胃 糖 圆 正则 化 方法 同 祥 获得 了 《2), (3) 的 解 。 因 此 在 xU >, 的 
邻 域 中 ，(2) 的 左 端 增加 一 个 乘 以 .e Я, 其 阶 数 依赖 于 
N， 而 对 XU. 在 9 内 的 一 个 邻 域外 ,增加 一 个 乘 以 s 8 — тй 
圆 算 子 ， 在 空间 ИСО) nn, 建立 这 个 禄 贺 型 方程 相应 问题 的 解 
关于 参数 е 的 一 致 的 先 验 估计 .在 第 一 章 $8, 我们 用 其 它 方法 也 
获得 了 类 似 的 定理 。 在 那里 我 们 给 出 问题 (2), (3) 的 解 属于 
Cuw(9) 的 条 件 ， 其 中 系数 ау 不 能 经 过 边界 连续 延 拓 而 具有 上 面 
指出 的 性 质 。 对 这 种 情况 ,证 明 (2), (3) 的 解 可 以 办 增 加 一 个 带 
小 参数 8 的 二 阶 桶 加 算 子 将 (2) 正 则 化 而 获得 。 我 们 注意 ，Lions 
已 经 广泛 应 用 禄 回 和 抛物 正则 化 的 方法 (例如 参看 [75]), 同样 在 
非 线性 双 曲 型 方程 间断 解 的 研究 中 ,这 种 方法 也 广泛 地 被 应 用 ( 参 
看 [96] 消失 粘性 法 )。 类 似 于 精 回 型 方程 的 Neumann 问题 ， 在 
[27, 110] 中 研究 了 (1) 的 第 二 边 信 河 题 . 

研究 (2), (З) 解 的 局 部 光滑 性 及 与 此 有 关 的 二 阶 方程 的 亚视 
圆 性 问题 是 具有 重大 的 意义 的 ， 算 予 的 亚 椭圆 性 概念 是 在 Schwa- 
rz 的 书 "% 中 引入 的 (也 可 参阅 150, 511), 

定义 在 区 域 9 内 系数 无 穷 次 可 微 的 线性 微分 算 子 P, MRA 
FOO) 内 的 任意 广义 函数 (x) 和 包含 在 9 内 的 任意 区 战 О,, 
由 Pu 在 Q, 内 无 穷 次 可 微 的 条 件 可 以 推出 w(x) 在 Q, 内 也 是 无 穷 
次 可 微 的 , 则 算 子 了 在 9 раи, 

对 于 常 系数 方程 和 方程 组 ， 其 亚 精 圆 性 的 充分 必要 条 件 已 经 
在 [50, 51] 中 获得 。 对 于 变 系数 方程 和 方程 组 以 及 对 于 氢 微分 算 
子 , 也 找到 了 亚 椭 加 性 的 各 种 充分 条 件 。 


. 6. 


L. Hürmander # [55] 中 证 明了 : 二 阶 亚 椭 贺 方程 在 9 的 每 
一 个 点 上 有 非 负 特 征 形式 《可 能 乘 以 一 1 后) (也 可 参看 第 二 章 
$3). 

dk 1551 中 ，Hirmander 给 出 形式 为 


DEEP (9) 

= 
HS Br ЭЖЕЕ ЕН —4-35 АЕ, Жн Xj(i 0, 0, r) 
是 具有 无 穷 次 可 微 实 系数 的 一 阶 算 子 

x; = Y араз 

ЕП 

Dem $4 
对 算 子 (9)，Hirmander 的 条 件 是 关于 算 子 XG 0, 1,665, r) 
的 李 代数 的 条 件 ， 算 子 (9) 在 区 域 9 的 亚 椭 贺 性 的 充分 条 件 是 ; 
在 9 的 每 一 点 上 ,在 算 子 X m9, 1,5, r) 和 由 这 些 算 子 生 


成 的 换 位 于 中 ,存在 "个 线性 独立 算 子 ， 这 个 Hirmander 条 件 也 
是 算 子 了 在 区 域 2 中 的 亚 杠 圆 性 的 必要 条 件 。 如 果 只 限于 形式 为 
(9) 的 一 美 算 子 ， 对 于 每 一 点 EATX 和 由 它们 生成 的 换 位 
子 中 ,刚好 存在 上 个 线性 独立 算 子 , 这 里 nom 与 * 无 关 , 对 这 
种 情况 ,我 们 说 算 子 组 {Xo 6-5, XO) 在 0 内 有 秩 а, Hürmander. 
的 证 明 利用 了 李 代 数 和 某 些 特殊 函数 空间 的 理论 。 

1112] 给 出 算 子 (97 亚 精 圆 性 的 Hirmander 定理 的 男 一 证 
Bj. 第 二 章 $5 给 出 更 一 般 的 定理 这 些 证 明 是 基于 拟 微分 算 子 
的 理论 的 。 借助 于 拟 微分 笋 子 获得 了 〈9) 的 解 在 空间 GE, 的 范 
数 的 先 验 估计 ; 利用 第 二 章 $ 4 中 证 明了 的 定理 ,由 这 些 估 计 可 以 
推出 PETERE, HRSA $ 5 中 所 建立 的 先 验 估计 同 祥 可 以 
推出 (9) 的 广义 解 的 局 部 光滑 性 ， 

在 第 二 章 $ 5 rh, 我 们 列举 了 -~ 类 形式 为 (9) yw mir +, 
对 于 它们 , 在 9 的 某 点 集 M 上 Harmender 条 件 可 能 不 满足 。 证 明 


„т^ 


ЖТР ОНИ, WR: D) 在 ONM 中 , 算 子 组 XG 0, 
It, r) Bin, ER M 是 位 于 有 限 个 m 一 1 维 光滑 流 形 UE 
的 有 界 点 集 , 其 闭 包 在 0 内 ; 2) 在 对 的 每 一 点 zx L, RENTA 


ші, 


> D PE 
+ 


= 


或 者 在 


的 情况 下 满足 条 件 


У) XO + iX = 0 


其 中 ，g(r х„)=0 Re UTE Е, А 
gad O30, 

ЖР REM Hh — ga? Bri pR Sis, index AR Б, 系数 
ak e 1, m3 } == 9,1, r) 中 有 一 个 不 为 0, MAF (9) 在 
ORERE. В. C. deni?" 也 找到 了 形式 为 《9) 但 不 满 
E Hirmander ЕНА, 

并 不 是 每 一 个 系数 无 穷 次 可 微 的 方程 (1) 都 可 化 为 方程 《9》 
HER. Hibe 构造 过 一 个 两 自 变量 > 和 ? 的 6 次 非 负 多 项 式 
Р(х,у) 的 例子 (参看 [48])， 它 不 能 表示 为 有 限 的 多 项 式 的 平方 
和 。 容 易 证 明 : 形式 为 


L(u) = =p (& 2%, + Tu 
z'x 


的 算 子 ,在 原点 的 任何 邻 域内 不 可 能 表示 为 (9) 的 形式 ,其 中 了 是 
系数 无 穷 次 可 微 的 一 阶 算 子 ,而 Au 一 из, 十 tyy nes 
对 于 且 非 负 特 征 形式 形 为 (1) 的 一 般 二 阶 方程 来 说 ,[113] 给 
出 了 一 个 亚 椭 网 福 条 件 . 在 第 二 章 $6 中 给 出 更 一 般 的 定理 。 
4 LG, E) 一 a" G)E,E, 我们 用 L ЖААЖ SEL Ce, E) 
"rum 


的 拟 微分 算 子 ( 瑚 看 第 二 章 82). 对 于 任意 的 专 微分 算 子 4， 我 
们 分 别 用 4 ЯП Ае, 表示 相应 于 象征 дА (у, 5)185 和 D;A(z, E) 
的 涩 微分 算 子 ,其 中 4G, E) 是 算 子 4 的 象征 ,而 D; = —40/дху, 
我 们 将 算 子 Lu) 写 为 形式 
LG) = — 0 Каш) + iQu + си 

Жир, Qu = G* 一 ati) Din SAVETEMNCEI (Qos Q1. Ом}, 
其 中 OQ — 0, H ў 1,5-5, mj, Qum LOP; } == m + lum, 
2m 时 ,9; 一 E Lt so E EREA pO + [ЕГУ Be GO 
€ Cr(Q) 的 所 微分 算 子 .对 于 任意 的 多 重 指标 了 = (m. ар) 
《其 中 , 对 于 1 二 1,… k, a50, e, 2m), RANE HL] BS 
其 中 , 当 ml, 2m Ef е 1, 而 当 一 0 时 为 下 2. 对 
于 每 个 多 重 指 标 1, 我们 联想 到 算 子 Qr = ad, adQ6_,9o4s 
其 中 ,对 于 任意 算 子 4 和 B, 记 ad4B = AB — ВА, 

下 面 我 们 考 垃 由 算 子 组 {Qos 0.) 生成 的 算 子 О. Ж 
+ 91 可 以 表示 为 形式 Q, = б + 了,， 其 中 算 子 Tj 的 阶 数 至 多 
AE, UE 是 象征 为 Ke E) 的 拟 微分 算 子 ， 我 们 说 算 子 组 在 
KRK LAm: 如 果 存 在 一 个 数 R( 天 )， 使 得 对 于 所 有 <€ K 
#1 К" 的 一 切 ë, Fk 


14 $5 44.8) 2 CG + (60), 7 
АЛАК) 


С, = const > 0 a0) 
RX. 
如 果 在 每 个 属于 4 的 紧 集 K 上 , 算 子 组 10, ts Q.) 的 秩 
等 于 m， 那 么 形式 (1) WATLE OKEERE. WPT 
(9,7. Озы} 在 QNM. 的 每 个 紧 集 上 有 秩 m, 并 且 在 M 的 点 上 
有 


250,0, + 1230... + БФ, | > 0 
(集合 M 具 有 前 面 指 出 的 性质 ), 则 算 子 工 在 0 内 也 是 亚 椭圆 的 ,在 
此 , 象 在 形式 为 (9) 的 算 子 的 类 似 定理 中 那样 ,在 亚 着 加 性 定义 中 
HER 。 或 者 包 合集 合 M 或 者 与 它 不 相交 。 在 这 些 条 件 下 , 方 


程 (1) 有 其 有 广义 解 局 部 光滑 的 竹 质 , 并 且 在 空间 OC. 中 可 以 建立 
一 个 类 似 于 已 知 的 Schauder 内 估 放 的 先 验 估计 ce 

ARRAMA 0, UE Орч, REOTA, RA 
在 该 点 满足 不 等 式 


> ай + || > 0 
4=1 


RBT. 形式 为 (1) 的 算 子 亚 害 圆 性 的 研究 也 是 以 第 二 章 $6 的 
拟 微 分 算 子 理论 为 基础 来 实现 的 

对 于 具有 解析 系数 的 方程 (1) 和 (9)， 已 经 获得 亚 椭 贺 性 的 充 
分 必要 条 件 ( 参 看 [201，[98] 和 第 二 章 $ 8). 

容易 验证 Brown 运动 方程 满足 上 面 叙述 的 亚 短 圆 性 条 件 . 在 
T. T. Генчев, Hüórmander??, А. М. Ильин?” 等 人 的 文章 中 讨 
论 过 类 似 于 Brown 运动 方程 的 方程 类 ,而 且 在 155] 和 1571 i 
造 了 这 类 方程 的 基本 解 。 

对 于 满足 Hsrmander 条 件 或 条 件 (10) 的 亚 椭圆 方程 ,在 非 光 
满 区 域 的 第 一 边 值 问题 的 解 ， 可 以 用 类 似 于 М. В. Kerm 
以 研究 在 9 的 边界 退化 的 二 阶 竹 针 型 方程 的 方法 来 构造 《参看 第 
二 章 $7)。 在 这 个 过 程 中 ,用 区 域 9,,……, 2 REEK O, 
并 且 9COor。 将 连续 边界 函数 к 连续 延 拓 到 OUI, 再 在 2 内 
Exil bi 


вА + (и) = f 

满足 边界 条 件 (在 0, 的 边界 ) uj — g WR 二。 根据 第 二 章 $5 和 
$6 证明 过 的 先 验 估计 ,征明 在 内 点 上 当 8 一 9 H jo 时 , 序 
列 и}(х)-> иб). 用 阐 函 数 方法 证 明 问题 O), (3) 的 解 (z) 
的 边界 连续 性 

具 非 负 特 征 形式 的 二 阶 方 程 的 解 的 定性 性 质 已 经 有 所 研究 . 
在 [29] 中 Fichera 证 明了 (1) 的 光滑 解 的 极 大 值 原理 , 在 {91] 和 第 
— S 5 中 证 明了 广义 解 的 同样 原理 (也 可 以 参看 第 一 章 $1). 我 
们 要 注意 在 第 一 章 §1 中 所 证 的 极 大 值 原理 和 在 [29] 及 第 一 章 $2 
中 所 证 明 的 极 大 值 原理 的 定理 之 疗 的 差异 ， 在 Puc 的 论文 ee 


CETIS 


和 A Д. Александров 的 论文 中 中 对 具 非 负 特征 形式 的 一 般 二 
阶 方程 ,在 Bony 的 论文 中 对 形式 (9) 的 方程 ,都 进行 了 强 极 
大 值 原理 的 研究 (参看 第 三 章 $ 1). 

在 G 的 每 点 x 上, SAR BE latl 的 正 特征 值 的 特征 
向 量 ， 并 令 EG) 表示 由 这 些 向 量 生 成 的 线性 空间 ， 如 果 在 曲线 
7 上 每 点 的 邻 域内 ， 存 在 向 量 场 了 一 《Y,(x),*…-，Yn(*))， 使 
得 VECO, 并且 在 邻 域 的 每 点 x 上 ,向 量 (Y,(*),*…*, У„(х)) 
位 于 平面 (x) ру, ati(z)Y (e) У; (а) 22 cons > 0, 而 曲线 2 是 
向 量 场 了 的 轨 线 , 则 称 曲 线 1 为 方程 (1) 的 椭 夯 性 曲线 ， 如 果 集 合 
叉 的 任意 两 点 可 以 用 有 限 眉 椭圆 性 曲线 张 毁 组 成 的 曲线 联结 ， 并 
且 不 存在 真正 包含 9 而 具有 这 种 性 质 的 集合 ， 则 称 集合 з 为 方 
程 41) 的 祝贺 连通 集合 ， 如 果 整 个 区 域 0 是 一 个 视 圆 连通 集合 , 那 
么 称 方程 (1) 在 9 内 权 圆 连通 。 不 难 找到 方程 在 2 是 权 圆 连通 但 
不 是 福 区 型 方程 的 例子 。 

对 于 方程 (1), 强 极 大 值 原理 有 如 下 形式 (参看 [1 一 5] 和 第 三 
3851): 设 在 区 域 @ 内 LG) 2 0, РА сбх) 和 M 一 supox 
在 9 内 满足 Mes 0。 如 果 对 于 某 点 z€ Q, (z) 一 M， 则 在 
包含 点 * 的 糊 圆 连通 集 合 上 ， 或 者 ¿= 0, md ú= M 并 且 
£0. 对 于 方程 Q), А. Д, Александров" 也 证 明了 类 似 于 
抛物 型 方程 强 极 大 值 原理 的 定理 。 对 于 形式 为 


Pu = — У? Xin + iX: + eun] 


i=l 

的 方程 有 关 强 极 大 值 原理 的 定理 已 由 Bony IE, WE Жу) 
ЯХТА (а (к), 5-5, ae? (x))，F 表 示 Q 上 使 n(x) 一 M 一 supou 
的 点 集 ， 我 们 将 假设 <0 m M 0. 

15] 证 明了 : WR Р(и) 2 0,u € c@(O) 并 且 向 量 场 Xi) 
G1, r) 的 雪线 rO 包含 集合 F 的 一 点 «OD, MISKA, 
HG) 属于 ,对 于 算 子 组 (X... X) 在 其 有 秩 w 的 情 
况 ， 这 个 方程 的 强 极 大 值 原理 与 Тарасе 方程 的 强 极 大 人 原理 具 
有 相同 的 形式 : 如 果 在 内 Р(и) 20 Н c==0, wt C0) 


и. 


而 在 2 的 点 х° EBURCKOEAR M , 则 在 9 内 к = M. 

WT (X... X 在 9 的 每 点 的 秩 z < m 的 情况 ， 
方程 (9) 的 强 航 大 值 原理 与 热传导 方程 的 强 航 大 值 原理 具有 相同 
的 形式 .也 就 是 说 , 设 在 0 内 PG 2 0, «€ C(9) ФЕ «GO 
在 9 的 点 ** 上 取得 最 大 正 值 M, 那么 在 0 的 这 些 点 上 «w= MID 
它 可 以 用 一 条 由 有 限 绒 向 量 场 XOG 一 0，…,，r) AIH ЕЦ 
段 组 成 的 曲线 联结 到 点 ; 2) 当 沿 这 条 曲线 离开 点 如 时 ,位 于 这 
复线 上 的 向 量 场 XO 的 轨 线 的 任何 部分 必须 顺 著 向 量 Ze) 
的 方向 。 
在 Bony АО ЗС ”中 ,证 明了 具有 解析 系数 形式 为 (9) 的 方 
程 的 Cauchy 问题 的 唯一 性 定理 和 Hamack 定理 ,在 区 域 2 的 所 
有 点 上 适合 a oM 的 条 件 下 ，A. Д. Александров i 研究 了 
在 9 内 满足 关系 式 Lu) < 0 的 函数 w(x) 的 等 位 面 集合 4 一 
M. 


大 量 的 文章 致力 于 研究 形式 为 

m == bx usu + БК Due. ебх Du + Кх. 0) (11) 
的 退化 抛物 型 方程 ,其 中 在 所 考虑 这 域 的 所 有 的 点 上 ,avi(z, DEE 
之 0。 显 然 (11) 是 (1) 的 特殊 情况 ,一 系列 的 文章 《例如 参看 
192, 1241 等 等 ) 用 各 种 方法 研究 方程 (11) 的 Cauchy 问题 。 我 们 
注意 到 ,也 可 以 用 第 一 章 和 第 二 章 的 方法 研究 (11) 在 上 一 0 时 取 
初始 什 的 Cauchy 间 题 (参看 [92]). 
联系 混合 型 方程 Tricomi 问题 的 研究 。 引 起 了 研究 在 边界 上 
退 北 的 双 昌 型 方程 的 兴趣 。 在 [88, 89] 中 研究 了 二 阶 方程 的 
Cauchy 问题 , 在 所 考虑 区 域 的 每 个 点 上 ， 方 程 的 特征 形式 有 一 个 
负 的 特征 值 ， 而 其 余 特征 值 为 正 或 为 零 。 这 种 方程 的 Cauchy 向 
题 ， 可 用 类 似 于 研究 具 非 负 特征 形式 的 二 阶 方程 所 用 的 方法 来 进 
行 研究 . 在 [88,，89] 中 和 第 三 章 $2 中 利用 双 曲 正则 化 方法 ,获得 
方程 


u= Lu) +f (12) 
Rana det 


. 12. 


s| 9. ule 40) a 
的 Cauchy 问题 的 解 ,其 中 LC) = auus, + bts 十 си 是 一 个 
具 非 负 特 征 形式 的 二 阶 算 子 ， 系 数 依 赂 于 z 和 +。 不 等 式 (8) 对 建 
立 这 个 问题 的 解 的 先 验 估计 起 重要 的 作用 。 特 别 , 文 章 中 指出 ( 参 
看 第 三 章 $ 2) Cauchy 问题 (12) 与 (13) 在 wi 类 中 有 了 唯一 解 ,并 且 
证 明 , 如 果 (127? 的 系数 和 函数 f, РОЛЕН, HESTER 
的 E, 或 者 
ou(b*E,Y. < Aakik,E; 十 al eue; Go 
或 者 


a В ^i] А 
«(Т 一 DG < Лаб, — ats + acr (5) 


在 考虑 的 区 域 (0 е T) 内 成 立 , 则 成 立 一 个 能 量 估计 .这 里 
“和 4 是 正 的 常数 , o ВРС) С, ВАЙ f 及 初始 函数 (13) 
的 光滑 次 数 . 

条 件 (14) 包括 Cauchy 问题 适 定性 的 许多 判别 准则 , 可 以 将 
这 些 准则 看 作 (147 的 特殊 情况 (参看 [10, 12, 106] 等 ), 这 些 准则 
起 初 仅 对 两 个 自 变量 且 在 给 初始 数据 的 直线 上 退化 的 二 阶 双 曲 型 
方程 为 已 知 的 。 这 些 结果 的 基 些 概述 可 以 在 [123] 中 找到 。 

在 [62,149] 中 给 出 Cauchy 问题 (12), 《13) 适 定 性 的 某 些 必 
要 条 件 ( 也 可 参看 第 三 章 5 3), 

统 体 动力 学 (边界 层 理学 ) 中 的 许多 问题 ,过 涛 理论 ,涉及 到 研 
Ж. Brown 运动 的 物理 问题 PER (Markov 过 程 ) 的 问题 ,以 及 其 
它 领 域 的 问题 ， 都 导出 具 非 负 特 征 形式 的 二 阶 方程 ， 具 非 负 特 征 
形式 的 拟 线性 和 非 线性 二 阶 方程 的 研究 ,在 空气 动力 学 ,边界 层 理 
论 及 其 它 力学 分 支 的 应 用 中 是 很 重要 的 (参看 [26, 36, 90, 96, 
140]). 

也 曾 用 基于 K. Do 的 随机 方程 的 概率 论 方法 来 研究 问题 (2)， 
《3)， 对 于 这 种 情况 ,在 有 界 可 测 函 数 类 中 考虑 (2),(3) 的 广义 解 ， 
ШЭ ЕН Markov 过 程 理 论 的 术语 来 定义 的 (参看 [32 一 36] 
8). 


关于 具 非 负 特征 形式 的 二 阶 方 程 和 高 阶 的 类 似 方程 有 许多 有 
趣 的 未 解决 的 问题 。( 我 们 注意 , 边 值 问题 (2),(3) 甚至 对 最 简单 
的 热传导 方程 n = xx， 还 没有 完善 地 研究 .[ 64] 详细 讨论 了 这 
个 方程 ,) 在 未 解决 的 问题 中 ,我 位 指出 问题 (2),(3) 的 谱 的 问题 . 
对 在 边界 退化 的 禄 加 型 方程 ， 与 第 一 边 往 问题 的 谱 的 特性 有 关 的 
问题 在 [80, 128, 129] 中 考 虞 过。 

进一步 研究 有 关 (2)，(3) 的 广义 解 的 光滑 性 条 件 和 不 光滑 性 
条 件 的 问题 是 有 趣 的 。 研究 (2),(3) 的 不 光滑 广义 解 的 奇 性 性 质 ， 
并 且 弄 清楚 产生 奇 性 的 条 件 将 是 有 意义 的 。 

与 大 范围 几 何 问题 相关 ， 兴 趣 在 于 描述 带 有 解析 系数 和 解析 
函数 了 的、 形式 为 《1) 的 方程 类 ,这 类 方程 的 所 有 充分 光滑 的 解 都 
是 解析 的 (关于 这 个 问题 的 某 些 结果 可 在 [148] 中 找到 )。 

描述 (1) 的 所 有 适 定 的 边 值 问题 ,也 是 未 解决 的 问题 。 对 于 只 
在 边界 退化 的 椭 全 型 微分 方程 和 所 微分 方程 ，[44, 134 一 136] 研 
究 了 这 个 问题 最近 建立 了 所 基本 解 ， 即 对 退化 的 拟稿 圆 型 方程 
〈 不 只 是 二 阶 的 ) 找到 了 Green 函数 的 主 部 〈 例 如 参看 【134 一 
136])。 在 这 些 论文 中 ,对 于 所 述 方程 的 边 什 问题 找到 了 正规 可 解 
性 条 件 ， 它 类 似 于 郊 知 的 精 贺 算 子 边 值 问题 的 正规 可 解 性 条 件 . 

刻 划 形式 为 《12), 但 Cauchy 问题 不 送 定 的 方程 类 是 有 意义 
的 。 这 个 向 是 是 研究 具 多 重 特征 的 双 曲 型 方程 的 大 量 问题 的 一 部 
分 ,近年 来 应 用 拟 微分 算 子 理论 和 浙 近 解 的 方法 、 对 这 个 问题 取 
得 了 显著 的 选 展 ( 参 看 [82],[127],[62],[116],[149], 第 三 章 53 
=). c . 

如 果 本 书 的 问世 引起 人 们 对 上 面 提 及 问题 的 注意 ， 我 们 将 感 


到 高 兴 。 
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第 一 章 第 一 边 值 问题 
$ L. 符号 .辅助 结果 .第 一 边 值 问题 的 锯 述 


我 们 用 9 表示 欧 几 里 得 空间 К” 的 有 界 区 域 ,用 x m Gens 
єт) 表示 在 这 个 空间 中 的 点 。 在 第 一 章 里 ， 除 非 有 特别 的 说 明 ， 
所 有 函数 都 假定 是 实 的， 通常 ， 记 号 4 CB 表示 集合 4 包含 在 BB 
内 ,而 4 表示 集合 4 的 闭 包 . 

如 果 对 集合 GCR” 的 所 有 点 ,函数 n(x) ЯН И К ИЕ 
续 导 数 ,我 们 就 说 它 属 于 CHG) 类。 我们 用 Ceo(G) 表示 直到 
КИЗ ЭТЕ С АРЕНОВА. АЗК СО 由 在 G 内 连续 的 函 
数 所 组 成 ,而 Co 包含 所 有 在 G 内 的 有 界 可 测 函 数 。 

我 们 用 CCG) 表示 在 G 内 直到 《 阶 导 数 满足 指数 为 8C0 
<8< 1) 的 Hilder 条 件 的 函数 类 ， 

我 们 说 边界 为 3 的 区 域 Q ЩТ 4P, Aw 或 者 APSL) 
交 , 如 果 在 它 的 每 点 了 的 某 邻 域 口 内 ,边界 对 菜 个 1 可 以 表示 为 
形式 


a= fn, ttts Жр» itis *7* 5 хы) 

中 ,函数 轧 属 于 相应 的 函数 类 C (0, Cu) COS. CHQ), 
而 9: 是 ОПУ 在 平面 х= 0 上 的 投影 . 

我 们 也 考 忠 边界 了 分 片 光滑 的 区 域 9、 这 种 区 域 的 类 型 核 区 
域 的 维 数 用 归纳 的 办 法 来 定义 ,用 BY, Bu, 和 BU? 表示 . 一 
维 的 ВЧ, Bo 或 ВЧ 区 域 是 一 个 区 间 。 些 外 ,我 们 说 边界 为 
了 的 区 域 9 属于 BU, B. 或 者 BOA 类 ,如 果 了 可 以 好 分 为 有 
限 块 分 片 8;， 每 块 分 片 同 胚 于 一 个 (m 一 1) HR, CMRE 
交 , 仅 仅 在 边界 点 上 相交 ,而 S! 对 于 茶 个 1 可 以 表示 为 形式 


T= fts tt 
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其 中 ,函数 产 在 超 平 耐 =: 一 0 上 某 相应 的 BO, Ва 或 BU 类 
(m 一 1) 维 闭 域内 给 定 ,而 且 在 这 个 区 域内 ，fi 相应 地 属于 СӘ, 
Co 或 Con Ж, 

我 们 用 я = (т, 57, am) BROWAR ALERE Ф 
ERER; |x| = (E031), 

假设 e= (а,---, om) 是 多 重 指标 ,其 中 а, 是 非 负 整数 ,而 
[©] = Уго, 


在 第 一 章 中 ,我 们 有 时 采用 下 面 的 导数 记号 : 


Е 


通常 (例如 参看 [56D 也 使 用 记号 D'u 一 Dn. Da. 其 中 


Di = —i0]0s, i— VZ 后 面 这 种 记号 在 第 二 章 中 使 用 更 方 
#.® ПИЕ 


К 一 > sup (D*u| 
А [Dim . 


一 般 地 ,用 C, 表示 常数 ， 并 且 只 在 给 定 定理 的 证 明 范围 内 保留 用 
指标 ;来 列举 这 些 常数 . 

我 们 用 CIO) 或 CRO 表示 仅 在 属于 相应 的 区 域 2 或 
R” 的 紧 集 上 不 为 0 的 无 穷 次 可 微 函数 类 . 

形 如 

10и) = ада + Eue + c(a)u [бю (111) 

的 二 阶 方程 , 若 对 于 任意 实 向 量 § = (h.e. t.) 和 任意 点 <€ 
2， 具 有 条 件 


аю (e), E; 20 (1.1.2) 
Жо o FEBS Ef War EAr B. 
这 里 及 以 后 始终 假定 重复 指标 是 从 1 Ж» КН, 
显然 , 具 非 负 特 征 形式 的 方程 类 包含 楷 贺 型 和 抛物 型 方程 ,一 
VIZ; SE GURE = 0 的 情况 ), 超 抛物 型 方程 ，Brown 运动 方程 ， 
在 上 半 平 面 的 Tricomi FE, M. B. Келдыш 方程 , 等 等 。 


. 16. 


RTEDCSLO 内 考虑 方程 (1.1.1) 的 第 一 边 值 问题 ;这 个 问题 
由 Fichera 在 [29] 中 首先 提出 它 的 一 般 形式 ， 我 们 假设 对 于 o U 
E 内 的 所 有 点 z 和 所 有 ke К” WER (112), ORF Aw 
Ro ЖЕ ate Co (9), &^€ Ca (9), c€ Ca CO), SIT > Ж 
WEE lejn = 0 HAR. 在 2° 的 点 上 考虑 函数 

B(x) = (bt — alu, (1.1.3) 

我 们 称 它 为 方程 (1.1.1) 的 Fichera 通 数 ， 我 们 用 马 表 示 I bb 
ОАЖ, DARE bo co HAR m Z, SR 22 E s= 0 的 
RR. 集合 ENT 记 为 X. 

如 果 的 边界 卫 属 于 BU, Bo 或 者 BUS ж, ERA X. 
ZA, XQ X 就 可 类 似 地 予以 定义 ,为 此 且 的 只 考虑 S! 的 内 点 。 

方程 (11.1) 的 第 一 边 值 问题 如 下 ; YE oU УЖЫ u, E 


得 
L(a)= 5 ЖОЙ ае 
“=g, d£ X,|UX, b (11.5) 
其 中 , f E o SISSE РАЖ. 而 z 是 XQU Z, 上 的 给 定 函数 ， 显 然 ， 
SUR CLL D) Я), ВА IFJBI(1.1.4), (1.1.5) 是 Dirichiet 问题 。 
ЖЕРШ ЖАРЧЫ Йа ШШ у E, (1.14), (1.1.5) 组 成 混合 问题 ,或 
PANERA ipi y EI B — UL 
另 一 个 例子 , 对 于 一 阶 方程 一 xs 一 JG), IE o= {0 < 
x < X, 0l) 的 边界 包含 直线 + 一 0, x; 一 1 上 的 
集合 五, 直线 一 0 上 的 集合 У, 和 直线 < 一 X, 上 的 集合 互 . 
在 这 种 情况 下 ,问题 (1.1.4), (1.1.5) 与 Cauchy 问题 一 致 
在 (z, y) 平面 上 ,由 x 轴 上 的 线段 和 位 于 上 半 平 面 y 之 0 上 
的 曲线 所 图 成 的 区 域 9 内 ,考虑 M. B. Келдыш 方程 
Ou | Pu 
ду Әх 


ду Âu 
+ + 
a(x, у) Өх «эе, 


+ с(х,у)и== 0, Y = const > 0 (1.1.6) 
当 7 之 工时 ;问题 (1.1.4),(1.1.5) 与 [63] 中 所 研究 的 问题 了 或 D 一 
Sk. 


“1. 


我 们 引入 记号 
L'(v) = (atv), — (br), + сә 
aoa Pu, со ал?) 
其 中 
Ft m Qul — bt, malla Pe 
容易 看 出 ,对 于 算 子 L*(v),Fichera 函数 P" 等 于 一 5, 这 里 6 是 
ЖТ LCa) 的 Fichera (1.13), 
我 们 将 证 明 : 对 于 算 子 LC)， 将 区 域 2 的 边界 三 分 解 为 子 
集 Eo Bs Z, 石 ， 关 于 自 变 量 的 光滑 非 退 化 变换 是 不 变 的 ,所 以 
FEE (1.1.4), (1.1.5) 对 这 种 坐标 变换 也 是 不 变 的 。 
引 理 111 ERRORIS URB 2° E, nd 
b = (bt — йул, 
的 符号 对 《1.1.1) 的 自 变 量 的 光滑 非 如 化 变换 是 不 变 的 。 
证 明 在 方程 (1.1.1) 中 ,我 们 作 变 量变 换 
э = Fn хы), lal... m (1.1.8) 
BRERA RAR X DARRA, У HNE 
Fx, х) == Olit 94) = 0 (1.9) 
给 出 ,并 且 假 设 gradF 和 grad Ф 与 内 法 线 有 相同 的 方向 .对 于 新 
变量 ,方程 (1.1.1) 有 形式 
aF aF itry, + БАРА ay, 十 at Risty + си =f (1110) 
对 于 (1.(1.1) ,函数 上 可 以 写 为 形式 
b = QA — at Yng = (50 — аў; )Ф,, FF, Е.) 
现在 我 们 计算 (1.1.10) 的 Fichera EE 5, RITA 
¿= [BFE + at F Ca FL P, 10, (0, , ) 
= РКЕ: — аР Е.Ф, (Ф, p, у^ 
[aS FL, — at F y FE, 
— «ЕЕ, 10, (0, 0, ул 
= OFF, p; у? 
一 аР. Е; Dy Dy p, уз (4.1.11) 
ях х Е 


+18 


aH FI, FL, Dy = atiF, Еау, 和 aU. = 0 
(1.1.11) 的 最 后 一 项 等 于 0 .所 以 
E= BE FIO, Ф, 97 
因而 引 理 证 毕 。 f 
定理 1.1.1 由 算 子 L(w) 所 确定 的 边界 了 的 子 集 Eo Zi X. 
Z, 对 《1.1.1) 的 自 变 量 的 光滑 非 退 化 变换 保持 不 变 。 
证 明 ”如果 在 所 考 虞 点 的 邻 域内 边界 了 由 《1.1.9) 给 出 ,而 
W — (5, nV) 表示 在 空间 (1, tts Yn) 中 于 的 内 法 向 量 ， 
在 形 如 (1.1.8) 的 自 变量 变换 下 ,集合 Z, 的 不 变性 从 方程 
ii = aD, FL, FLCF, F, у”! 
= ЧЕ Елу FF.) (0, ) 
ЊН. Жа X XQ У, 的 不 变性 从 >, 的 不 变性 和 引 理 1.1.1 得 
出 。 定 理 证 毕 。 
现在 我 们 建立 算 子 LCw) 的 Green AR. Ше 是 
C^(9UZ) ZWAR Ко ЩТ Во ж, AT La) 可 以 写 
成 形式 


L(u) = (аби )ху + (t — ауны + en (1112) 
& 0—05, RITA 
1*(0) = СЭ — (8). + со 
Ludo 一 L*(v)u = (абш — аига), + Gue)a 
在 区 域 @ 上 积分 后 面 的 恒等式 ,并 且 应 用 Остроградский 公式 ,我 
们 得 到 


ff CL(u)v — L*(e)u)dz 
д . 


- 一 ou — ао); + lara Jda (1.1.13) 


其 中 ,5 是 2 的 内 法 向 量 ，do 是 的 面 元 素 . 

DRAED EHT kml, esm 满足 等 式 atn = 0, 而 在 
2, 上 向 量 sy vm) 的 长 度 不 等 于 0 其 中 v = atn, 
按 定 义 Pa 一 5。 四 此 ,从 (1.1.13) 得 到 


* 19. 


| (1.(иўе — L*(v)u)dr 
o 


ди : Əv 
--| 0% nde )ao 7 (L114) 


Жш, 9/85 = atipi818xk， 公 式 (1.1.14) 称 为 (1.1.1) 的 Green 公 
=. 

假设 在 边界 2 的 某 点 了 的 邻 域内 ,2 的 方程 为 形式 Fs 
Zm) 一 0， 并 且 gradF * 0, 而 在 9 内 F0. dX ERIT 
函数 pcs LC(F)。 容易 看 出 ,关于 (1.1.1) 的 自 变 量变 换 , 8 是 不 
变量 ， 我们 用 Xn X. >; 表示 如 上 相应 于 8 —0.820,8-—0 
КАЖ. Ф o* 一 БУ, 

引 理 112 假设 ¿€ С2(00о*) 和 «e COUE), FE 
POR QT 4 类， 如 果 在 QUo* 内 或 者 LC(w) 所 0 Н с<0, 
或 者 L(x) < 0 Н с<0, Шаб) 只 能 在 5.05, 上 取 最 小 负 
值 ， 如 果 区 域 8 展 于 Bo 类 ,那么 应 当 将 LUZ, 改 为 2\o*。 

证 明 ”假设 函数 w(x) 在 区 域 2 的 内 点 P 取 最 小 负 值 . 

我 们 作 自 变量 变换 * — Ay, 其 中 AERYEN, 并 且 dell 

70, 我 们 选择 4， 使 得 算 子 Lu) 在 点 了 上 对 新 坐标 系 取 标 
TS 


L(u) 一 ауы + Віну + си (1.1.15) 
这 表示 ;在 P 点 对 干 kAj, ЖЭК oU 0, 9E B. o 等 于 0 或 者 
1(k—1,-...9), 因为 假设 函数 “在 点 P 有 局 部 极 小 ,从 而 推 
得 在 点 P 有 us = 0 ар, 20. 因此 在 点 P WR с<0, N 
100) > 0， 如 果 c« 0， 则 L(u) 2 0， 这 与 引 理 的 假设 矛盾 。 
现在 我 们 证 明 , z 的 最 小 负 值 不 能 在 o" 的 任意 点 上 取得 否 
MJ, fi «TE c" 的 点 了 取 最 小 负 值 .在 P 的 邻 域内 我 们 引进 新 坐 
PR iet ym, 使 得 边界 2 位 于 平面 yw 一 0 上 ,并 且 在 P 点 的 
内 法 线 与 In МУЧЕ е, YTRER AF La) RER 
(1.1.15), 
显然 ,在 了 的 某 邻 域内 的 o* 的 点 上 ,对 于 jm dem 我 


. 20° 


们 有 o = 0, "= >, 
， 如 有 必要 。 通 过 做 另 一 坐标 变换 ( 它 保持 平面 Jm const 不 
变 ), 我 们 可 以 假设 算 子 (1.1.15) 在 点 了 具有 标准 型. 

由 于 函数 *x 在 点 了 取 到 负 的 极 小 值 ,从 而 推 等 在 这 点 上 
rt 
因此 在 点 了 P 上 ,如 果 c < 0, 不 等 式 LC(w) > 0 成 立 ， 如 果 (< 
0， 则 LCw) 220, 但 这 与 引 理 的 假设 矛 厦 。 所 以 函数 的 最 小 

负 值 只 能 在 30" 的 点 上 取 到 ， 

定理 1.1.2( 极 大 值 原理 ) 假设 «cc0(QUs"), «e Cha 
UZLDUROHUT Ao Ж. 假设 在 8U3 Бе < 0, 并 且 在 QUo* 
内 200) 一 f。 那么 


T], send] = u (1116) 


[| < max {шр 
2 XUL 


如 果 在 QUI 上 <“ < 0， 并 且 在 2 内 L(w)-0, SZ iE QUUM 
上 


Je] < max [al (117) 


如 果 区 城 是 Bo; 类 ,那么 应 当 将 集合 XU X, 改 为 Box (Щщ XU 
2, = $ BA шахр, |н] == 0), 

证 明 ”考虑 函数 

DES ET 
那么 在 QUo* 内 ,因为 M > sup Iffc|， 所 以 我 们 有 
L(vi)- ¿M tf «0 

因此 按 引 理 1.1.2, 96 v. 只 能 在 2o 的 点 上 取 最 小 负 值 。 但 在 
XN" 上 函数 6, 一 M +u 20. 所 以 在 0 UB 内 20.4408 
lel < M, BH (1.1.16) RY. 

KSA (1.117) Æ (1116) 的 推 沦 。 定 理 证 毕 . 

在 [30] 中 用 不 同 的 方法 得 到 一 个 接近 于 定理 1.1.2 的 定理 ( 亦 
可 参 着 第 一 章 * 2). 容易 证 明 ZQUX, 的 内 点 包含 在 集合 XU: 


ne 


W. 

在 第 一 章 $5 rh, 我 们 将 证 明 在 其 种 意义 下 比 定理 1.1.2 更 一 
般 的 定理 , 即 证 明 (1.1.1) 的 广义 解 的 极 大 值 原 理 . 

我 们 注意 , 在 定理 1.1.2 的 证 明 中 只 要 求 卫 位 于 XU Zi 内 的 
那 部 分 是 光滑 的 。 定理 11.2 包 售 梢 区 和 所 物 型 方程 的 熟知 的 极 
KERE. 

我 们 还 要 注意 到 : 定理 1.1.2 的 假定 “ < о 是 本 质 的 ,不 能 用 
条 件 “ < 0 代替。 实际 上 ,方程 


190901. + sl < 1 ОРИ Zo 然而 ， 


任何 函数 и 一 const = 0 都 满足 方程 ,因而 (1.1.17) 不 成 立 。 


$2 在 900) 空间 的 先 验 估计 


这 一 节 我 们 得 到 问题 
L(u) = аби, + biun cu], ЖОЙ 

s= 0, Æ LUZ E (1.2.1) 

的 光滑 解 的 先 验 估计 ， 以 后 在 证 明 这 个 问题 的 存在 定理 时 将 要 用 

30. 我们 假设 对 于 算 子 LOO 和 区 域 0，Green 公式 (1.1.14) 是 成 

їй. 引进 记 号 


MP 
їйїм» = (| lulde)" s 


үр 
lutea = (| lele) 
Z; 


本 节 和 下 面 现 节 给 出 的 结果 ,是 Fichera"! 获得 的 。 

引 理 121 假设 <€ COQUE), Æ XUX Eu = 0, ?是 
满足 1<z < % 的 任意 数 。 假 设 存在 函数 we C2(2U X), WE 
条 件 


. 22a 


wA, Llw) + ср 1) 7 0, d£ QUE (122) 
ju 
max piw| 
min EL*(w) + (P — Dew 
证 明 将 Green AR (11.14) 应 用 于 函数 ww 及 (a + 9), 
其 中 3 >o 是 任意 的 。 考 虑 到 在 五 上 


2 a Bag 
Soie = p GP + 8)! ufus n; — 0 
Д 


П 56 (12.3) 


[кв < 


我 们 有 
„= G + вуду 一 NTC 4-8) )ds 


- f bwl? 十 8)'"da 
z 


- f CEDE (124) 
А 85 
容易 看 出 
цё а гут) = pG + Бу LG) 
+ (G + в! [O — p) + 81 


+ ¿hias p! + в? [Cp — 1 + 81 
因为 在 X, EREA 5 cm o 成 立 ， 并 且 обии m0, p.n 
<, ШЕ 


{Аг + 8y^ — v (à + ву 
СК — p) + 2]1)dx 
<| oot? + sy aLGods + i 


ди 
HM — | Se, 
xum, 40 zs дб. 7 425) 


在 (1.25) 中 ,让 5 BFE. 若 p> 1, 则 当 8 一 0 时 ， 


23. 


Gà + 6) 17 a |а|, 
inf p= 1, 那么 10 + 0) | xd, IT PI 
lim Gë + PLLA w) — ewG? + LO. — pw + 51} 
= |а|) — (1 — pw} 
因此 ,从 (1.2.5) 得 到 


P max || 
A 
\, "4 < аас) (9 — Dew 


ханс» (12,6) 


FÍ (1.2.6) 右 端的 积分 应 用 Holder 不 等 式 ,我 们 得 到 (1.2.3). 

定理 121 如 果 在 QU 有 内 c < 0， 则 对 于 在 QU 3 内 ,使 
е + G — p)e >>0 的 所 有 充分 大 的 ”和 在 Z,U 2, 上 满足 x 一 
0 的 所 有 函数 «e COUE), 估计 


шй», < 


? 
Img leno 020) 
Dur 


成 立 ， 如 果 在 QU 3 内 e" < 0， 则 对 于 在 QU 3 内 满足 一 co* 十 
(1 一 p)c > 0 的 所 有 充分 接近 于 1 Р, WHA (1.27) RE. 
如 果 c* 过 0 且 c 过 0， 则 对 于 所 有 的 ?之 1 和 在 ЖУ, 上 满足 
s = 0 的 所 有 的 we CO(QUX) (1.2.7), Br. 

定理 1.2.1 的 证 明 可 以 从 引 理 1.2,1 推 得 ,内 为 对 所 孝 虚 的 情 
BE w 一 一 1。 

注 mÈ c0, «€ COUEI), ЖЕЖ UZ Er = 0, 
则 在 《1.2.7) rp, X4 pco 时 可 取 极 限 ， 事 实 上 ， 设 数 p, 满足 
—c* +G p) > 0, WAX p> p 时 ,我 们 有 一 c* 十 (1 一 
Р) > (b — p). ВААУ (1.2.7) 可 写成 如 下 形式 


в 
ратан 020) 
pur 


[E 


E (1.28) 中 对 ?一 oc 取 极限 ， 我 们 得 到 如 下 形式 的 极 大 值 原理 ; 
(245 


对 于 БУ, 上 满足 条 件 x = 0 ЕК ee COOU), 不 等 


тах | LCa) 
max |и| < au 一 一 (1.2.9) 
ux min lel 
2 


成 立 。 

定理 122 假设 对 某 些 p> 1 存在 满足 下 列 条 件 的 函数 e 
€ COUE): 

TEQUE F e < 0, Lw) + (p — ew >i, EX, E 

ш = 0. 2 

ЗА, жає COQUI) 是 满足 L(x) 一 0 的 任意 函数 , 则 

不 等 式 
[нг S Kollelle + КОЕ 0.2.10) 

成 立 ,其 中 


sup [24| up 
Kp 一 Te . 
min[L*(e) + (р — Dew]]. $ 


sup Гао] v 

ED D 5 
min [L*(w) + (p — 1)cw] 
Quz 


证 明 如同 引 悍 1.2.1 的 证 明 ， ЖГ КеП Gó о) 
应 用 (1.1.14)。 从 (1.2.4) 及 函数 x 与 ww 的 性 质 ,我 们 推出 


L (GP + 8^ L*Q) — сюбё + 87 [G — p) + 6])4z 
< j bwli + 8)'"de 一 | (а + ву? дею, 
n n Өр 


在 上 述 不 等 式 中 , 令 5 ETE RIEA 
| шь) + Cp — Deli 


«| өбө + | уг] Sela 0.211) 
5 E os 


• 25, 


BAXAR (1210), 定理 证 毕 ， 


$3. 在 9,00) 空间 第 一 边 值 间 题解 的 存在 性 


假设 函数 * 属 于 CCOUZ) 类 ,并 且 在 XUI Ex 一 0. 我 
MA VERRA v AT COUE) B£ BUX Ev= 0 的 函 
328. ШЫ (1.1.14) 得 到 


n «19а = |, о10и)йх 
ЖХ 函数 uc SAI), йе 


LG) = i, 在 9 内 (1.3.1) 
и 0, dE X; X b (1.3.2) 

的 能 解 ,如果 对 了 类 的 任 一 函数 x, 满足 等 式 
[мах = j. "LOT (13.3) 


定理 13.1 如 果 在 9 内 ‹*<0 Hc-0pi AD 
于 任意 的 fe L0, [ШШ (1.31), (1.32) 存在 一 能 解 ,满足 不 
等 式 

itle leo < Ко, K= cons (34) 
oh. 73% SZ (9) 的 函数 集合 ， 其 元 素 u TF V IBEET PRÉC e, 
满足 条 件 : . 
| Í, (ойх = 0 

证 明 ”根据 定理 124, 对 CO(QUX) H, AE EUIS EX 

0 的 任意 函数 о, 对 于 任意 的 4 > 1, HUE 
4 

hl Ce 
eur 
REAN ATAF LO) 的 集合 x, 与 对 于 算 子 LORRA 2, 
是 相同 的 。 

我 们 把 


* 26+ 


llean < HL*vle xo (1.3.5) 


feo 
看 作为 S (O) 空间 中 对 ”的 一 个 泛 函 ， 其 中 1/49 Mp — 1. 
应 用 Holder 不 等 式 和 估计 (1,3.5), 我 们 得 到 


[ios | < leyal leua 
ОРО 
其 中 
Ks = 4 


min [一 c 十 (1 — 4)c*] 
ET 


ж Ф (O) 表示 形 如 (о) (其 中 "属于 7 类) 的 函数 集合 在 空间 
LLD 中 闭 化 后 所 得 到 L0) 的 子 空间 ， 容 易 看 出 ， 儿 (9) 
上 的 泛 函 空 间 与 商 空间 多 "9)/1Z 重 合 , Ki ZE Z0) 的 子 
空间 , 它 的 元 素 “ 对 于 了 的 任意 ”成 立 


Í, L*(v)zdx = 0 

事实 上 , 根据 Hahn-Bamch AM, 2 (Q) 上 的 每 个 泛 函 可 以 
扩充 到 9.(0), 因此 200) 上 的 每 个 泛 函 可 写 为 如 下 形式 
NOT 《13.7) 


其 中 we LAO). BR RAR SZ CO) Z 的 每 个 隧 集 coser) 在 
900) 中 产生 形 如 (1.3.7) RE MSIE RR. 


HOSO: f ac 是 duco) L*(e) tite 


函 ,区 而 它 可 以 用 L0) 空间 的 一 个 函数 表示 成 (1.3.7) 的 形 
式 ,所 以 有 


| as = [uos 


Жор, * 是 S^(0)/Z hA UBER л. VAGA 
PER = 满足 不 等 式 


m «Іжа соо еса» 


Me 


=< Ко Пасо 


再 根据 Ф (0) 中 泛 函 范 数 的 定义 ,可 以 推 得 
¿nf be + alls ay < Каак» 


定理 证 毕 。 

定理 13.2 假设 在 QU 3 中 c0, 1/р+1/6=1, ЖЕ 
假设 ?在 2U 3 中 满足 一 c 十 (1 一 9)c* > 0。 那 么 ,如 果 f(x) 
€ 29)， 则 问题 (1.3.1),，《1.3.2) 存 在 满足 (1.3.4) 的 广义 解 。 

定理 133 假设 在 QU 3 中 ‹*< 0, 并 且 假 设 9 在 QU 有 3 
中 满足 一 < 十 《1 —4* 20, Н 1/p + Ma — 1. 那么 ,对 于 
任意 的 f€ 97,0), (1... (1.32 fe 3A X W. 

定理 1.3.2 和 1.3.3 BIEBER ESE 1.3.1 的 证 明 一 样 ， 由 
这 些 定理 可 推 得 : 当 “ < 0 时 ， 对 于 充分 大 的 p, IER (1.3.1), 
《1.3.2) 是 可 解 的 ; 当 c* < 0 时 ,这 个 问题 对 于 充分 接近 于 1 的 
是 可 解 的 

# (0) 空间 中 ,问题 (1.3.1), (1.3.2) 的 解 的 存在 定理 将 在 
第 一 章 5 中 用 另外 的 方法 证 明 . 


$4. 在 Hilbert 空间 第 一 边 值 问题 的 
弱 解 的 存在 性 


在 这 一 节 , 我 们 用 一 种 基于 Riesz 定理 的 方法 来 证 明 (1.3.1)， 
《1.3.2) 的 弱 解 的 存在 性 ， 以 前 在 研究 届 圆 型 方程 和 方程 组 时 曾经 
用 过 这 个 方法 (例如 参看 [132, 39, 13])。 

在 某 Hilbert Ж] JY" 中 ,问题 (1.3.1), (1.3.2) 的 弱 解 的 定义 
基于 如 下 设想 . 

假设 “是 CO(QUI) WAR, (E2302. EST, 3ER B 
设 ? 是 COUE) 的 一 个 函数 ,在 X. 上 等 于 0. 分 部 积分 后 ,我 
们 得 到 如 下 的 恒等式 


jf vL(u)dx = retos + (66 — avs 


+28. 


+G, — sl. — cjuvJdr 一 f. m 
把 C" (QU к) 类 中 在 总 上 等 于 0 MUERE o t M AEAN. I 
WADE, Pe IB GER 


G Dem КОТА + uv)dx 
+Í "m (41) 
Z U£: 


用 2 表示 按 这 个 内 积 所 导出 的 学 数 把 W LMR Hilbert 
空间 。 
对 于 多 中 的 v 和 我 们 考虑 双 线 性 形式 
B(u v) = Z [a9 uos, + «ВА — an, 

GR — 2E. — cues 一 f uvoda (1.4.2) 
下 面 我 们 来 证 明 :，B(w。 r) 的 定义 可 以 扩展 到 适用 于 DE 中 的 所 
ERM iha v. 事实 上 ,对 于 中 的 # 和 v， 我 们 有 

гаи, 0]  M(Í ruo las 


a 
+Í ves) DM (143) 
En 


其 中 ，M 是 仅 与 方程 《1.3.1》 的 系数 有 关 的 常数 ， 从 (1.4.3) 推 
fü: 对 于 在 中 国定 的 ,BCw，») 可 以 看 作 在 8€ 中 关于 * 的 
Hk SER. 

定义 ”假设 fe 500), МЕ SE 中 的 一 个 函数 # 为 (1.3.1)， 
《1.3.2) 的 弱 解 ,如 果 对 玩 中 的 任意 函数 *， 等 式 


j. vids = B(u, v) (1.44) 


成 立 。 

注 上 面 定义 在 空间 26 中 的 弱 解 e, 也 是 同一 问题 按 前 面 
(1.3.3) 定 义 在 空间 SO) 的 弱 解 . 

事实 上 ， 如 果 在 ZÉ hho upk), WAEN E-E 


* 29, 


ER 2 的 范 数 榴 于 «的 序列 ws。 当 noo hj, BG 0) — В 
(use). ЮЖ» 属于 COUEI), ЖЕЖ zU, EXT 0, 
则 双 线 性 形式 Bes. 0) 可 以 用 分 部 积分 加 以 变换 ,使 得 


Bus, 0) = n L*G Ow de 


并 且 
Em В(и„,ә) = Ви, z) = n L*Cr)ud 
因此 ,对 于 这 样 的 n 等 式 
вби, v) = | Lt Gud 
成 立 ， 这 表示 问题 (1.3.1)，(1.3.2 在 (1.3.4) 意 义 下 的 弱 解 u, d 
是 这 个 问题 在 (1.3.3) 意义 下 的 弱 解 ， 因 为 名 ”的 每 个 函数 也 是 
0) HRR. 
定理 1.4.1 假设 不 等 式 

ial di. — emm 
在 召 上 成 立 ,又 假设 1e Zo), MWE Z ЕЛ u, 
它 是 问题 (1.3.1),(1.3.2) 在 《1.3.4) 意 义 下 的 弱 解 ， 

证 明 由 于 对 于 万 中 的 每 个 z, Ва, о) 是 在 QE hi e B) 
线性 连续 泛 函 ,由 Hilbert 空间 线性 连续 泛 函 的 Ries 表现 定理 。 
可 推 得 

В(и, v) = (u, Т(0)) 
其 中 , 700) 是 在 多 ЕНТ ФР 的 线性 算 子 。 


假设 ve w. 因为 由 假设 在 9 内 二 A, is 一 > 0, 
得 到 


IB(z,z)| = es + (+ СЯ 


* 30 


l| ас — ij vida 
2-Z 2242 


> aleli; а = const > 0 
由 此 依次 推 得 


[е < EC, 9l 
= lo, Tel 


< etate 


lele TG (лз) 


有 从 合计 式 (1.4.5) 推 得 : BAT T SE SC AW 21 26 的 映射 是 一 对 
一 的 。 我 们 用 26 表示 集合 T(e)Xe e W) 在 22 的 范 数 下 的 闭 
B. 

由 于 


< ПА сазо саз < lleol] = 


||, jedx 
БЕАТА 


积分 | rode ЫШТЕ 如 "上 的 线性 连续 淆 函 ， 所 以 由 Riesz È 
理 ,在 BÉ РЕА а, 使 得 对 于 ERE o, 有 

|, едх = (u, Te) = В(а, v) 
вра А0131), (132) ft (144) 意义 下 的 电解 定理 证 时 


$5. 用 椭圆 正则 化 方法 求 第 一 边 值 问题 的 解 


在 边界 为 了 的 区 域 介 内 我 们 考虑 方程 


en 


© Lu) = auus) + bue, + eu m f, 
a" GRE 2 0 (1,51) 
具 边 界 条 件 
==, ЖЕ BUZ E (1.5.2) 
的 第 一 边 值 问题 ， 我 们 假设 算 子 L(w) 的 系数 及 伴随 算 子 L*(0) 
的 系数 属于 某 空间 соу), ЖН. БАЖ О ЩТ B^" 类 ， 
2220, 在 本 节 中 ， 我们 用 椭 贺 正则 化 方法 获得 问题 (1.5.1), 
《1.5.2) 在 各 种 函数 空间 中 的 解 。 
定义 有 界 可 测 范 数 x(*) 称 为 第 一 边 值 问题 (1.5.1),(1.5.2) 
的 弱 解 ,如 果 对 于 在 LU 上 等 于 0 的 CU(QUE) 类 中 的 任意 
函数 о, 满足 积分 恒等式 


і, uL*(v)ds = n ох 一 


f 8 Bz do + | bgvdo (15.3) 
^ Ds n 
其 中 8165 = a*in,0/0x,, do 是 马上 的 曲面 面积 元 素 , di f fü g 
是 分 别 给 定 在 9 和 LUI 上 的 有 界 可 测 函数 。 
下 面 我 们 将 给 出 在 光 温 和 分 片 光滑 区 域内 这 种 解 存 在 的 条 
件 , 同 时 也 考虑 在 空间 5,00) 中 的 解 (参看 上 面 3). 显然, PJ 
#Д(1.5.1), (1.5.2) 的 每 个 古典 解 , 既 使 存在 ,也 是 这 个 问题 在 积分 
恒等式 (1.5.3) 意 义 下 的 弱 解 .对 于 光滑 函数 和 &, 《1.5.1),(1.5.2) 
的 弱 解 将 由 椭圆 型 方程 
Lu) = sAu + L(a) = f, є = const > 0 (154) 
具 适 当 边 界 条 件 的 Dirichlet 问题 的 解 的 极限 ( 当 6 — 0 时) 得到. 
用 了 表示 集合 AUZ 在 了 上 的 边界 .我 们 假设 eti E QUI 
上 连续 . 
假设 在 区 域 2 的 边界 了 3 上 某 点 P 的 邻 域内 ， 边 界 工 的 方程 具 
有 形式 
Fn, 7, xv) = 0, gradF = 0, # QU F > 0 (1.5.5) 
在 2 上 我 们 考察 $1 5LA RS DEC 


32. 


B= L(F) (15.6) 
dE X 的 内 点 (或 者 内 点 的 航 限 ) 并 且 〔〈Bak/8z)ptimzz = 0 的 点 上 。 
AR ERLCT.1.3) 定义 的 函数 32CFichers 函数 ) 只 差 一 个 正 的 因子 而 
HEA PELAXE E aUF. = 0 E atn = 0, 推 得 

В = GF uu + (bt — амур, 


= E OER Dr + СЕР) 


u BF, 
- < Fani + in Pi + ЕАР)" 


n 


= ВЕЕ.) 
如 果 在 边界 5° 的 点 也 的 某 整 个 邻 域内 形式 абв, 非 负 定 ,并 且 
oM 连续 ， 那 么 容易 看 出 在 点 了 上 ， 满 足 条 件 (8a*i/8#)n4n, 一 0。 
对 于 一 般 情况 ,在 5° 上 (дада) 2 0. 

我 们 用 表示 在 X 上 8 < 0 的 点 集 。 用 MM， 表 示 与 8 无关 
的 常数 ， 在 今后 的 考虑 中 ,下 面 的 引 理 是 重要 的 。 

BUR 154 假设 w(x) 在 Q 内 满足 方程 (1.5.4) ЖЕ «€ 
COQUE), # Ew —0, |f| SM, cO) < —a «0, 其 中 
са = cont 22 0. 假设 G 是 3 上 这 样 的 集合 : G 位 于 0с 内 ， 
并 且 在 属于 所 的 s. 的 边界 点 上 B < 0。 那么 , 在 G 的 点 上 有 


|н] < Mig", j= 1, ym (1.5.7) 
而 在 马上 的 所 有 点 
Iul S Mie", j= 1, зс, т (1.5.8) 


证 明 假设 PCCG. 在 P 的 邻 域内 ,我 们 取 原 点 在 P, 的 局 部 
坐标 Yun Ymo 使 得 在 P 的 邻 域内 ,位 于 平面 y, 一 0 上 , 即 
T ym FACz ды), k= 1, tita m, F” = FS, 
z), 假设 6 > 0 是 如 此 小 ,使 得 点 集 Op m H E YR, 
和 4°} 包含 在 五 Uo 内 ,并 且 在 属于 9' 的 х, KARAL p<. 
ROZERA 


ФО) = { 


g^, puo 
в — 27706 — Pys7*], вр 26 


^ 334 


在 区 域 0,10 o «28, 0 y, < ф(р)} 内 ， 我 们 考虑 函数 w 
一 Kolp 1), 其 中 з= Kc 6^ — фу, 这 里 Ko 和 
K, 是 与 s 无 关 的 常数 ,将 在 后 面 选取 ， 对 于 变量 tts Yn 方 
程 (1.5.4) 取 形式 
L,(u) = вин, 十 eriu, + аууу + puy, + си 

=f (1.5.9) 
容易 看 出 ， 在 3 的 点 上 系数 8” 一 8。 根据 定 义 ， 在 rc 上 «o. 
我 们 计算 1.06). 有 


m-l 
Lo) = Kel Р | pake 2 У) i" Kis e" 


i 


= M 
+ > Ky, s + фу, pK uus 
Кыты [TESI 


== 
一 "Ke + > зка") 
= 


m-l 
[ente — 2 5 ntis 


j= 
+ > аке 
гате! 


ml 
+ > а#Куф, 8 一 "Ke 


LITESI 
+ Sak, so + c} — K, (1.5.10) 
1 
注意 在 区 域 9; 内 有 
ФЕ e, pyl < Mie, фу | < Mae (15.11) 
在 eno 的 点 上 ,系数 а" < 0, 因为 由 定义 ,在 по 的 点 
CER X 的 极限 点 ) 上 8 «0, 从 而 推 得 在 G 内 8° < 0,G, 209€ 
合 oND 在 3 上 的 某 邻 域 . 
因此 ,在 8; 的 子 区 域 Ог (Qu 在 平面 yo — 0 上 的 投影 属于 
34, ' 


G) 的 点 上 ,我 们 有 不 等 式 
一 8“KRis > —К,М, (1.5.12) 
XE 0\6, 的 点 上 ， 显然 有 e 之 四 > 0, 所 以 对 于 小 的 s， 在 
0, 的 这 些 点 上 《0s 在 v, — 0 的 投影 位 于 ONG, 内 ), 不 等 
A a > m12 > 0 成 立 .我 们 称 这 种 点 的 集合 为 9;. 在 Q: 的 点 
上 ,(1.5.10) 中 花 插 号 内 的 项 以 与 8 无 关 的 常数 为 下 界 ， 这 是 因为 
在 这 些 点 上 ,(1.5.11) 和 (1.5.12) 成 立 ,形式 iE 非 负 ,并 且 第 一 
个 方 括号 内 的 项 大 于 M.Rie . Hh М, = const > 0, 所以, 选 
取 Ki 充分 大 ,我 们 得 到 在 Q; 内 Lo) Z oK. ` 
在 缚 的 点 上 ,对 于 充分 小 的 。，Le(w) 的 符号 由 a" Kis 
项 确定 ,因此 在 Q@ WV. Lv) 2 eK. 
选取 K, 充分 大 ,在 9, 内 我 们 得 到 
L,(w £u) > cK £f > 0 
在 0» 的 边界 上 ,如 里 K, 充分 天 ,不 等 式 
wu 
成 立 ,这 是 因为 y, = 0 W, e nO fu = 0, HERF yo 一 由 
和 充分 大 的 Ko o < max |ui. ВЕД, BRZDE (1.5.4) 的 


极 大 值 原理 , 在 0, 内 处 处 有 wto. 因为 当 oco Ж 
了 上 w 一 # 一 0。 ERRAL Gotu), < 0, №, Isal < 
Ke, XE G їйдї E AREER (1.5.7), 
ЖХ LARUSRH (1.5.8), ИТАН 

s, р<6 


Ф) = n — 207-00 — Py], < о 28 
EXHAR (p. BR Ф = Кое 一 0), Xm 
£= K Ym + е ф)е7 
在 区 域 040 <o 20, 0 < y, < ф}(о)} 内 计算 L.C). RT 
有 А 


m-l 
L(G) = Ke fe [ene 一 2 eR, e 


i= 


35. 


ml "1 


+ 2) Ej. + У PRI: due 
ki=1 КЕ 


mi 
— Ke + >) vE bye ] 
j=1 


"i 
+omKie + > aU Kio, h, 82 
biz 
=1 = 
_ 2 SK, + p a K ds s" 
= VIII 


ml 
+ У кафат PRET + с} eK (1513) 
iei 
对 于 小 的 e, STARS ИОВ s 后 大 于 МК", 其 中 M, 
= cont > 0; 而 (1.5.13) 右 端 剩 下 的 项 可 以 估计 , 它 以 M Kus 
为 下 界 。 因 此 ,对 于 充分 大 的 K 和 充分 小 的 se, 有 LII) eK. 
其 次 ,在 Оне и ЕВ, ВТЕ 0, 
内 2+0 0, 而 在 上 bp КК", 所 以 不 等 式 (1.5.8) 
RU. BEE, 
XE 在 引 理 1.5.1 的 条 件 下 ,在 >, 的 边界 的 某 邻 域内 ,可 以 用 
BUR 8 «O0 来 代 普 在 X 的 边界 点 上 8 < 0 的 假定 。 
XE 151 在 方程 (1.5.1) 中 , 假设 eG)«—aco PE 
在 9 内 的 有 界 可 测 函 数 ， 8 是 在 NUX 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 而 
在 XUI RESO 那么 ,在 2 内 存在 边 值 问题 (1.5.1)， 
〈1.5.2) 的 弱 解 , 它 满足 不 等 式 ( 极 大 值 原 理 ) 


|| mox {sup HL, wplel } (1.5.14) 


证 明 RA fe CAD), Щщ 2o co tj, Ж 57,00) 的 范 
ЖЬ 并 且 LE «зар; 再 假设 函数 z, 定义 在 0 内 ， 
8,6 COPCO), 当 a coli, {К ZRU) 的 范 数 BL 8, 
ЖН. |#„] < supzusnl£l. BOR ws。 是 问题 
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L(u)-i, EOR, u= 8, 在 2 上 (15.15) 
的 解 ， 根 据 区 域 3、 方程 《1.5.1) 的 系数 和 函数 g, 及 f, ОЗЫНЕ 
假定 ， 这样 的 椭圆 型 方程 问题 〈1.5.15) (UNE s, 存在 而 且 属 于 
CODAE). HUBS E (1.5.15) 的 解 u, 的 极 大 
值 原理 ,有 不 等 式 


DES [itt EM (15.16) 


因为 对 于 zen = Hen — 2, 有 
Llana) = fa — LG. EOR 

Zen 0, ESE 
由 此 推 得 对 固定 的 s, KF z, 的 引 理 1.5.1 成 立 ， 因 而 对 s,, 
也 成 立 . 假设 сє CQUZ), ЖЕЖ ШУ, Ev 一 0。 应 用 
Green 公式 ,我 们 得 到 


f fois = | вдома + | L*(o)u, ndx 
а 2 - je 


Bv Í 8v 
Eten — dt ñ 
+f, "en өл" E Ja, Fey do 


аи 
一 | be,vdo— » B 
f, gvda- E Werde (1517) 


从 (1.5.16) 888]: {usa} 在 S0) 是 弱 紧 的 。 假 设 当 eo0 
时 , 子 序列 z, 在 空间 L0) WAKAT ua TECLS A7) 4 
e 0 取 极限 , 我 们 得 到 wx。 满足 积分 恒等式 


|, кадак m | foras 


一 j. в, Edo + j. „әйт (1.5.18) 
ôr 


当 et 下 0 时 ,(1.5.17) 的 最 后 一 个 积分 趋 于 0, 这 是 很 容易 看 出 的 ， 
因为 在 集合 BeUZ 的 达 界 了 的 8 AERIS GA, 对 于 辕 定 的 n F 
Ж ди.„/Әв 可 以 用 不 等 式 (1.5.8) 估计 ,这 是 因为 在 T 上 v= 0, 
而 且 3 的 面积 是 有 限 的 ; KAHE QUEDA 上 满足 条 件 б< 
0, MAE (UED? 上 ,对 于 sew 《1.5.7) 成 立 。 因 此 ,选取 5 


2324 


和 ® 充分 小 ,可 以 使 这 个 积分 任意 小 . 

从 序列 {wr} 中 我 们 选取 当 nx -> оо 时 , 在 Z0) Sket 
TARTEAN, FEH m> oo 时 在 积分 恒等式 《1.5.18) 中 取 
极限 ,我 们 得 到 定理 的 断言 。 从 函数 we, 的 不 等 式 《1.5.16) 推 得 
对 函数 #* 的 估计 (1.5.14)， 

定理 1.5.2 MREMA: E Е 2,05, 的 邻 域内 连续 ， 则 定 
rns. pm Boa 0988846 2, 和 >, 的 点 (它们 是 五 的 内 点 或 内 点 
的 极限 ) 上 连续 ,并 且 取 给 定 值 g 
证 明 RAPE DUR 的 一 点 .在 点 的 令 域 内 ,我 们 利 
用 局 部 坐标 为 575, Ys 来 变换 方程 (1,5.4); 选取 这 个 坐标 系 使 
得 3 位 于 平面 y. 一 0 上 ,并 且 在 人 内 у > 0。 假 设 方程 (1.5.4) 
对 新 坐标 取 形 式 (1.5.9)， 在 点 P, 的 领域 内 ,对 yo 之 0 ЖИЕК 


m-1 


e=, + 21 T = con, 0T 
а 


容易 看 出 ,如 果 Р, EIKA, 那么 , 在 Р, 的 某 邻 域内 对 于 m> 
0， 有 


mi 
Lw) = єн""Ү(Ү — 1)? + s> 26 


ja 


91 


*on?ryL 87023; 
ГЫ" 


Toa yr 一 V? 


= 
+ 2 > zi + rey 
= 


ml 


+ У) P + со «0 


f 
BARRADI у, Lew) 的 符号 由 аттуу 一 Dy? 这 一 项 
确定 .如 果 巴 是 总 的 内 点 或 者 是 У, 的 内 点 的 和 极限， 那么 ， 根 据 
有 的 定义 ,在 这 点 上 8" — оў < 0, ME P, 的 某 邻 域内 ,对 于 yo 
> 0 取 充 分 小 的 6，Le(w) 的 符号 由 err rgy 


+ 387 


的 项 确定 。 因 为 oU" = ауу, + 002), HE 
ayr(r — у! + т"! = Ү(#" — аў" + TOY m 
如 果 7 0 充分 小 , 则 这 些 项 形成 小 于 0 的 量 。 我 们 可 以 假设 在 
P, 的 邻 域内 , 当 一 oo 时 名 在 UI 上 一 致 站 化 于 S 假设 
u,, 是 问题 (1.5.15) 的 解 。 在 区 域 GAE- < о, Ya > 0) 内 
584% 
V, = FEE) + 8: Жи + Сир; Са, 8 = const > 0 
如 果 常 数 C. 充分 大 ,那么 在 这 区 域内 
LV4) = (FEP) + 8)+f, + C LG) < 0 
在 G, 的 位 于 y,= 0 的 边界 上 有 V, 2 0, 这 是 因为 Cw 2 0, 
并 且 当 充分 小 时 ， 对 于 ys 一 0 和 充分 大 的 4， 有 tlus 
2,(Р)] +62 0, 因为 由 〔1.5.16)，xwew 关于 s 和 = 一 致 有 界 ， 
从 而 推 得 ,如 果 С, 充分 大 ,那么 对 于 7.10) = о, AS V > 
0 成 立 。 按 极 大 值 原理 ;在 G, W, V, > 0， 即 在 G。 内 有 
一 Ci — 8 < u,,, — g,(P,) < Сш + 5 (1.5.19) 
其 中 常数 С. ате еол. 显然 ， 这 些 不 等 式 对 于 
so, 在 LA) 的 弱 极 限 wx) 同样 成 立 。 因 此 ,从 (1.5.19) 得 出 
极限 函数 sG) 在 Po 的 连续 性 。 定理 证 毕 ， 
现在 我 们 证 明 (1.5.1), (1.5.2) 在 空间 5,00) 中 弦 解 的 存在 
定理 . 
定理 153 4r (1.5.1》 的 系数 在 QUE 内 满足 eG) < 0， 
165,09), 在 QUE Vj, c* mali, h +  <0, 而 且 在 
BUE 的 内 点 上 ASO 那么 ,在 8 内 存在 一 0 的 边 值 问 
题 (1.5.1) #1 (1.5.2) 在 空间 57,00) 的 弱 解 ， 即 存在 一 个 函数 
ибх) LA), 1 < p < co, XT QU, БУР o C(QU X) 
中 的 和 任意 函数 ”满足 积分 恒等式 
j. uL” (odz == j. vhs (1.520) 


对 此 弱 解 有 估计 , 
АРАА m Ie 3 c pile (1.5.21) 
our 
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如 果 在 QUE 内 条 件 <* < 0 不 成 立 , 则 对 于 在 OUE 上 , 使 得 
一 中 十 人 1 一 门 c 2 0 成 立 的 充分 大 的 p,g=0 的 (1.5.1),(1.5.2) 
的 弱 解 存在 . 

证 明 ”我 们 用 类 似 于 证 定理 1.5.1 的 方法 来 证 明 这 个 定理 . 函 
数 了 用 COUE) 的 函数 f, S L „(ООУ ЖОШ. 假设 ten 
是 问题 

Іди) =. ЖОЙ; wa 一 0, 在 2 上 
HUNE. Ий us, Ж 57,00) 的 范 数 对 8 和 * 一 致 有 界 。 这 可 以 
从 定理 1.2.1 中 所 证 的 (1.2.7) 推 得 . 从 н. 在 S, (0) 的 范 数 的 
一 致 有 界 性 得 出 这 族 函 数 在 Z0) HERRE. 4 sk 0 时 选 
RW AR TES) myrs 在 (1.5.17) 中 对 в, 0 取 极 限 , 并 且 注 意 
Е, 一 0， 像 定理 1.5.1 的 证 明 那 祥 , 我 们 得 到 极限 函数 n Qo) 满足 
积分 醒 等 式 (1.5.18)。 对 于 «VG 从 (1.2.7) 推 得 ,估计 


ШИР < 


Р 
mi Г—е* + РӘ) UA T 
成 立 。 此 外 ,从 函数 族 (а,) 中 选取 n — о 时 在 57,00) 中 的 
而 收敛 子 序列 ,并 且 在 等 式 
|, L” Judr = j vi dx 

中 对 这 串 子 序列 取 和 极限 ， 我 们 得 到 极限 函数 # 满足 积分 恒等式 
(1.5.20). Ж иа) 也 满足 (1.5.21). 

椭 周正 则 化 方法 同样 可 以 用 来 获得 8 — 0 的 问题 (1.5.1) 和 
《1.5.2) 在 空间 2 的 弱 解 .在 $ 4 中 已 构造 过 这 种 弱 解 

定理 15.4 假设 Ре (9)， 并 且 假设 在 区 域内 ,满足 不 
等 式 


=b, – = аар € 22 const > 0 


在 RUX 的 内 点 上 е0, Д, # $4 中 所 构造 的 空间 2 
中 ， 存 在 一 个 函数 *， 它 对 于 BUL 上 等 于 0 的 任意 函数 
s€ CO(OUE) 满足 (1.4.4)， 这 个 解 是 问题 


040 。 


Lu) — f 在 2 内 ; u= 0, 在 2 上 
的 光滑 解 序列 wes, H 8—0, n оо 时 在 Z0) 的 弱 极 限 ， 
其 中 je CC9UZ)， 并 且 在 n oo МК 97,00) 的 范 数 
fo. 
证 明 假设 ve CQUZ), HEE LUZ E v0. 分 
部 积分 后 并 注意 在 区 域 2 的 边界 3 上 ten 的 边界 条 件 ,我 们 得 到 


Jot 


一 -{, [oo ы, „з, E Hent 一 айу, 
+ CH, а, — с)и, м) 


* n eu, Avdz 一 j s Da „ду 


- |, v, dz (1.5.22) 
其 中 , 是 边界 Z 的 内 法 线 方向 。 因 此 我 们 有 
f ehde = Bloare) + e f, iade 


一 b us в Po. vdo (15.25 
E (1.5.22) 中 用 we RB rs 并 且 分 部 积分 ,得 到 


和 ee 


一 n випа ааах (15.24% 
А (1.5.24) FB ton 在 EE 的 范 数 下 对 8 n Я, 
NC rd las 
+ ej. masta dz < СЇР, 
其 中 , C 不 依赖 于 s нй л, ЗХР REP] nus M 6 0 


п. 


时 ,在 空间 OK 中 弱 收 敛 于 函数 e СК). 在 等 式 (1.5.23) 中 对 в 
一 0 取 极 限 ,对 于 UZ Бо = 0 的 任意 函数 vec OOUE), 
我 们 得 到 


(има = BG, о) (1.525) 


像 定理 15.1 的 证 明 那 样 , 当 є->0 I, (1.5.23) 的 最 后 一 个 积分 
BFO MERRER (и, 的 (在 27 中 ) 能 收敛 子 序列 ， 并 对 
nm — оо 时 ,在 (1.5.25) 中 取 极 限 ,我 们 得 到 极限 函数 úC) 满足 
所 要 求 的 伍 等 式 (1.44), EEE, 

对 于 (1.1.1) 类 型 的 方程 ,在 分 片 光滑 边界 的 区 域 中 ,考虑 问题 
(1.1.0, (1.1.5) 是 饶 有 兴趣 的 ， 例 如 ,对 于 抛物 型 方程 ,通常 在 柱 
体内 研究 间 题 (1.1.4),(1.1.5), 它 是 这 种 区 域 的 一 个 例子 . HTA 
单 起 见 ,我 们 将 在 BOO 类 分 片 光滑 区 域内 ,考察 条 件 《1.1.5) 中 
E= 0 的 问题 (1.1.4), (1.1.5), 

如 时 在 区 域 吕 的 边界 的 点 P 的 某 邻 域内 ， 曲 面 了 对于 某 个 
名 可 表示 为 形式 

xp Вб қаз RH Ew) 
其 中 АЕС, 0 之 a < 1, ЖЕАР УШНА. 

38 X EVA СЕ ЗТ B. 

TEDU 0€ B^? 内， 有 界 可 测 谓 数 а(х) 称 为 z—0 的 
(1.14), (1.1.5) IBE, ERTE U3sU B 上 等 于 0 的 任意 
s€ C? (QUE) 满足 积分 恒等式 

No - f vidx (1526) 
其 中 , f 是 在 2 VAR SERES RINAY. 

定理 155 ”假设 区 域 8 的 边界 属于 B XS. PRONUS 
HEN. £= 0, dO G) «&—ac0, 并 且 在 ZU 
Z, 的 内 点 上 ESKO 那么 在 2 KEERA...) 《1.1.5) 的 
BE *(*?] ， 满 足 不 等 式 ( 极 大 值 原理 ) 


luj < sup ÉL (15.27) 


| 


42+ 


证 明 AEREN ARMUT EELSE, 我们 做 
一 串 区 域 0,, 使 得 在 集合 8 的 6 邻 域外 ,所 有 的 区 域 0, ROR 
合 ,每 个 0, 属于 492 类 ， 并 且 GCO, {Ж u^, ЖИЛ 
程 


LO = 1, 在 内 
在 0, 的 边界 X^ 上 ,具有 条 件 ut, = 0 的 Dirichler 问题 的 解 ， 
Xi f, € COUE), 17,1 «зар, HELE о оо Br. Tc 6.00) 
的 范 数 f.» f. 我 们 在 区 域内 对 函数 at, ЯП vps 应 用 Green 
公式 ,其 中 pe 是 无 穷 次 可 微 函数 , 它 在 集合 B 的 5 邻 域内 等 于 0， 
而 在 这 个 集合 的 25 邻 域外 等 于 1， 考 虑 到 在 2^ bou. = 0 的 
事实 ,我 们 得 到 


f, етк = | едСера)и? ак 


+ n L (vpadu? de 


-| ept 
mun P ay 


显然 ,对 于 函数 nfa dedi 
at, < sup É 


c 


成 立 ， 我 们 从 序列 sh, th, 取出 s> 0 MERAT 1 的 子 序 
3h. nct 0 时 ,在 (1.528) 中 取 极限 , 得 到 


t frpodr == |, L*(vos)utdx (1.5.29) 


假设 当 прэ со B, иби? 在 空间 ruo) ERKAN. S 
RM (1.5.29) 有 


Í fpsdr = [eto (1.5.30) 


我 们 证 明了 , 如 果 对 于 5 选取 子 序列 5, 88 (835. 2, 一 0 BF, e z tE 
空间 L0 бїр н, ME (1.5.30) 中 最 后 面 的 积分 趋 于 


(ан, 我 们 有 


tdo (1.5.28) 


. 43. 


j, L*(vq,)it^dx 一 j. L*(v)u qidx 


+ af, абр ps, u de 


u 


+ [oto 一 capo]uapar (1.5.31) 


我 们 注意 到 ， 在 (1.5.31) 中 后 两 个 积分 的 积分 域 实 际 上 是 取 在 集 
A BUG 26 邻 城 上 ,因为 在 这 邻 域外 , 这 些 积分 的 被 积 函 数 等 于 0. 
8 的 这 个 20 邻 域 的 测度 不 大 于 Me。 因为 在 了 的 点 上 v 一 0， 
les m O7). Пена 1 00872), 

而 且 we 关于 8 一 致 有 界 ,因此 , 当 # -> 0 时 ,后 面 两 个 积分 趋 于 
0 于 是 ,在 (1.5.31) фо > 0 时 取 极 限 ,我 们 得 到 ， 函数 ue) 
WE (1.5.26), Pi (1.1.4), (1.1.5) А9988. ERMEE, 

如 果 JELO), 在 B^" 类 区 域 9 内 ,同样 可 以 构造 问题 
(1.4),(1.1.5) 在 空间 L0) 中 的 弱 解 ， 


$6. 第 一 边 值 问题 弱 解 的 唯一 性 定理 


在 $3 一 $ 5， 我 们 在 各 种 函数 空间 构造 边 值 问题 〈1.14)， 
(1.1.5) 的 弱 解 本 节 我 们 给 出 (1.1.4)，(1.1.5) 弱 解 唯一 性 的 充分 
条 件 ,并 且 举 出 不 满足 这 些 条 件 与 问题 的 弱 解 不 唯一 的 例子 ， 

唯一 性 定理 的 证 明基 于 伴随 方程 的 补 圆 正则 化 方法 


RATE JL В MAFA. 
3138 161 假设 v(x) 在 49? 类 区 域内 满足 方程 
ЕАо + (е) = |, & — const > 0 (1.6.1) 
及 条 件 
viz—0 (1.6.2) 


其 中 e€ СОСОЏХ), абєСа(0), BECO), ¿€ CoA), 
16 co(9)。 假设 在 QUZ 内 ,或 者 

1 1 

2 А e < const < 0 


. 4. 


RA c < сопи < 0 


在 边界 3 上 , 设 
ó 
8x; 


这 里 C, 不 依赖 于 в. ЖА 
| Pavas < с, 
而 常数 C. 也 不 依赖 于 в, 
证 明 50600 ERAS DRRR 
NS T j atya n | dr 


< Сү”, C, = cont, j= 1,7776 т 


= -È as 


(1.6.3) 


(1.6.4) 


(1.6.5) 


后 ,得 到 


(1.6.6) 


如 果 ‹<0, АВГАН ИЕ, Eco XOT e НЯ, A 


此 ,如 果 条 件 (1.6.3) 满足 , 则 从 《1.6.6) FE 
в T + Í. або му dr 
+ n vdr <& C. і, Рах 


这 里 以 及 下 面 都 用 C; 表示 不 依赖 于 。 的 常数 。 
F) sar 3E (1.6. 并 在 Q 上 积分 , 则 有 


j, PAsYds + j. m 
АКЕЛУ 
А i 
容易 看 出 ， 
|| sAv(Í — cv)dx 
2 


<+ БЕЗЛ 
272 


xi  — ух 


(1.6.7) 


(1.6.8) 


„5 


根据 假设 ,在 9 BOXER Е С1.6.4) par, ТАЕ. ABAC.) 
和 (1.6.4), 并 且 分 部 积分 ,我 们 得 到 


i£ ES KG D 


T RS T jf [d | 


ES |4, L sbi йк + j. 8i area dr 


2 
f. Ebiyr Veenk 


видои) |ы <c 


这 里 跟 通 常 一 样 ， A= (ms tts na) 是 了 的 内 法 线 单位 向 量 。 
其 次 ,由 分 部 积分 ,得 到 


|, Sp; atiy a dz == -f 875 aki eja d 
-Í, eveativse de 一 [вачот 
- | [ALPE 
а 
+ NR 


+ ND — sa iv, Vajh ] do 


=h+h+h (1.69) 
我 们 注意 ,积分 J 非 负 .下 面 我 们 来 估计 h 有 


К 
| f Satz. De | dz 


1 k 1 
f > валі оок dt + LI Bale. vr mudo 
«C, (1.6.10) 


用 完全 一 样 的 方法 ,得 到 


L 
| j, EAS Ue days; dx 


- || ваћо, eut. dx 
+90 Ы u 


* 46. 


+ j, sakina a dz 
+Í, ОУ (61) 
由 (1.64) {п (1.67), 最 后 两 个 积分 关于 е 一 致 有 界 。 我 们 将 
(1.6.11) 右 端的 第 一 个 积分 写成 形式 
Li Sat os а) йк 一 -Í 4 al ros nu dr 


一 | L sabien do 
22 
由 此 及 (1.6.10),(1.6.11) 得 出 141 < Ci. 
为 了 估计 [我 们 将 划分 成 为 分 片 F.r—lse N. 3Ë 
BE x 的 邻 域内 引进 局 部 坐标 
ym Fs n) Rm lea m 


使 得 边界 MN 位 于 平面 y, 0 Lb. 因为 在 了 3 上 = 0, BIDUR 


= | pP EER rnrn EREE + s, P RFE, 


+ z; Fe Кау, t дун 
_ M satiy FT F2 (oy „ЕТЕТ; 
asus FREI + ry FI dy: упа 
- 一 人 Сая 

一 FuFLFLFZIsdys уна 

— [etos РЕТ PI, 

— FZFI edu do (1.6.12) 
ЖЕ, d 产 m，5 是 某 有 界 函 数 ， 并 假设 关于 1 从 1 到 m 一 1 求 
和 ,而 其 余 的 重复 指标 从 1 В] yem Æ (1.6.12) 中 ,最 后 的 两 个 
积分 关于 s 一 致 有 界 。 这 容易 用 分 部 积分 变换 第 一 个 积分 并 利用 


(1.6.4) 来 证 明 ， 因 而 引 理 1.6.1 证 毕 . 
假设 在 点 了 的 邻 域内 ,边界 互 由 方程 


„4+ 


F(n,o.2,)—0, F€ ce 
给 定 ,其 中 gradF 在 2 上 不 为 0, 并 且 与 内 法 线 # 同 向 , 在 名 的 
点 上 ,我 们 考虑 函数 
В* = L*(F) (1.6.13) 
在 $5 中 已 经 证 明 如 果 在 x° 的 内 点 及 2° 的 内 点 的 极限 点 上 ， 
(9/9%(аҹғ, Е.) — 0, 

则 函数 8* 与 算 子 L* 的 Fichera 函数 (1.1.3) AS. 

定理 161 假设 在 OUI 内 c* < 0， 又 假设 在 X. 的 点 上 
8* < 0, 而 且 Qc 490, ADE L O) = або, 十 Pu 十 
с* = 0 的 系数 可 以 延 拓 到 集合 ZU Z, 的 5 09 С, 内 ,使 得 在 


QUG, atek 2 0, 而 a € Co(QUGD, DE Cw(QU Gs), 


ске СОС), 0 <a < 1, WA, 25181,60) 的 函数 w(x) 
在 全 内 几乎 处 处 等 于 19， 如 果 对 在 BUIL 上 等 于 0 的 任意 € 
с"(0), 

n L*(o)uds 一 0 (1.6.14) 


又 如 果 ХХ, 在 3 上 的 边界 点 的 集合 了 可 划分 为 互 不 相交 的 闭 
TÈ DS Т, Т, (特别 是 任何 r; 可 能 为 空 集 ), 使 满足 下 列 条 
件 : 

1) 在 开 的 每 点 的 某 邻 域内 ,集合 Г, 位 于 曲面 FG unu) 
一 以 定义 2) 和 曲面 FCs xu) 一 0 的 交集 上 ,函数 王 和 更 
属于 C 类 ,并 且 在 Г, 上 ,2 的 法 向 量 # 不 正 交 于 曲面 和 = 0. 
ERA N КОЖАБАЙ Ору, К к) 属于 SACO) ж. 

2) Ж T. КИ АЙЖАНА, RA r, 位 于 曲面 Р 一 0 (定义 
2) 和 于 一 0 的 交集 上 ， 其 中 FQECCO,RBWR я КЕР 
曲面 更 = 0. 在 的 点 上 

DLP FELT 

3) Т,Ж > is 邻 域 的 面积 为 5* 阶 , 这 里 9 > 2. 

证 明 我 们 构造 区 域 0;, 使 得 25C9UG。 并 且 0,00, m 
RER 0, (RARA 2") 属于 4% Ж, оса < 1, MERE 

TM 


LUN 在 О, 内 。 BIOS riba WRA T. 假设 ae 
COD), EO a= 0, Æ DAD P a 0, BUR v! 0, 
内 ,满足 方程 


еди t L*(9) + аА аф, 67 0 (1.6.15) 
及 条 件 


5-0, # X kE (1.6.16) 
其 中 pec). REE, 在 边界 > 且 不 属于 2 的 那 部 分 上 ， 
atiman; + annj 0, 在 3 且 属 于 中 的 点 上 或 者 atina #0 或 
者 ве < 0, 因此 ,对 于 算 子 L*(v) + аА» 应 用 引 理 1.5.1, 我 们 
得 到 ; 对 于 小 不 等 式 
8v 


=< Св", ФЕ X°] 


= 


xi 
成 立 ， 其 中 常数 C 不 依赖 于 s。 出 此 及 引 理 1.6.1 得 出 : 对 于 vp 
的 个 计 (1.6.5) 成 立 ， 假 设 рек) 是 这 样 的 函数 : 


HECQ(OUG 在 关内 好 一 0 在 关外 逐一 1 


К о<ф<1, 77 是 了 的 邻 域 ， 它 包含 r, 并 且 若 选取 5 充 
分 小 ; 则 Qv* 包含 a 中 的 任意 给 定 的 闭 区 域 . 

函数 + = vp 可 以 代入 恒等式 (1.6.14), 由 于 在 BUZ 上 
v0, 我们 有 


0 一 | L*(vigP)udx 
2 


- |, PLO Juda [oat en — etes 
+ j. atipi р dz 
利用 (1.6.15), 由 此 得 到 
ма — | optas 
|, ndz = | spraoads 
一 f v'(L* (p?) — chu )udx 
2 
- {занед (1.6.17) 


“49+, 


因为 BE C? (0), fi b b 3 DUNS 8, 有 Фф*=Ф 1(1.6.17) 
左 端的 积分 跟 积 分 n Quiz 重合 ， 我 们 证 明 ， 对 于 充分 小 的 5 和 


5(8), (1.6.17) 的 右 端 可 以 任意 小 。 这 表示 对 紧 支 集 上 的 任何 光 
AAR ,此 方程 的 右 端 等 于 0. 从 而 在 9 内 几乎 处 处 w 一 0. 
fk se C?C9)， 并 且 当 = 一 co 时 在 SO) ЁТ а, 一 
x#。 因 为 对 于 函数 e^, 《1.6.5) 成 立 * 旦 由 极 大 值 原理 关于 和 
8 一 致 有 界 ,我们 有 


"en 
lf. sh g'udx 


- | „Ае — s) neis 


< f earo — Mr 


+ | КООБУ 


y (Í. G — ses). 


+ | NC (1.618) 


ARAB ТРЕ 6, щл оо В es 一 0 时 ， 最 后 这 个 不 
等 式 的 右 端 趋 于 0， 我 们 注意 ,因为 在 v^ 外 p? zm 1, (1.617) 
最 后 的 两 个 积分 实际 上 积分 域 只 取 在 工 的 邻 域 v 与 区 域 2 的 交 
ЖЕ. 设 у 0702073, 其 中 这 是 7 与 天 的 某 邻 域 的 交集 
(k=1, 2,3), 

为 了 估计 积分 域 取 为 NA 的 这 些 积分 ， 我 们 分 解 集合 Г. 
BWR у! ЖАБ OG 一 1,…, ND. 使 得 在 01. 内 可 以 引进 
局 部 坐标 Yi, yn. ER 

Ум == F(xi ts xu), Yaar >= (x Za) 
并 且 在 QL Qi, 肉 ' 有 YS = УК, Yra = Xa. 

对 于 新 坐标 15077, Ys, SEP EAv! + aar + 1700) BUE 
ES 

ICD LES ау + Boy, + ct 
# R 表示 On Qn. Er Еру АЯК ф' 为 

` 50 + 


A 
c 
Š 

a 

А 

b 

š 

ч 

= 

E 


4 — o [s= + Ia 
g= o (PR) 
其 中 , 当 ¿<1 (0, M 222 eG) = 1, M 1<;< 
2 时 0<9<1, 而 且 9G) 是 ;的 光滑 级 数 ， 我 们 有 
"m [L*(q?) 一 c*et]z'udx 
- ja Сар, + Вер ноду (16.19) 
其 中 、,* 是 正 的 光滑 函数 ,我 们 注意 到 区 域 7? (在 vi 上 фі 和 
Pio 可 能 不 为 0) 的 测度 是 a^^ 阶 ,并 且 在 此 区 域内 
Pin = 0(87), py = 0(579), Purn = 0(87), 
флэт m 0079. gi, s, = O) (1.6.20) 
AET E, atnn=0, atn, —0, ey" —0, ЭТЕ v1 内 ， 
我 们 有 
a?" == O(8), атт == 0(1), атт! =a O(87) (1.6.21) 
利用 关系 式 (1.6.20) 和 (1.6.21)， 我 们 来 估计 积分 (1.6.19), 利用 
Hülder 不 等 式 , 得 到 


IË (atipi, + 8*5.) viuxdy 


< ІА C;8^ |uldy 
i 


«cu (boy (fa etas Y” 
< e(f bar)" 


因为 假设 we S#(0.), 其 中 0, Ж Г, HERR А. позу? 
0(8%), WAH 8 一 0 时 ,最 后 的 积分 趋 于 0。 
现在 我 们 估计 《1.6.17) 的 最 后 一 个 积分 ,其 积分 域 取 ОПТ: 


x аб, vi dx ú 
опу} 7 fup 
a va 
. Ct atipa рф 22) (1.6.22) 


为 了 估计 (1.6.22) 右 端的 第 一 个 积分 ,用 001 一 98 ERE 
n 


Hp! gl 
аав ve pruda 


《1.6.15) 并 且 在 2 站 2852。 上 积分 。 这 里 选取 函数 n.n на) 
EC Qia), SUBE Ош» 内 л> 0， 而 在 Qiu 的 边界 上 (1 一 
9)» 及 其 一 阶 导数 等 于 0。 分 部 积分 并 注意 在 下 上 vw 一 0, 而 
在 9, 内 а = 0(5), 我 们 得 到 

fast, C Dori я 


— atis A (1 一 p” )n]ds 


+ m > H LC 0 — ela Cd 
+ fa, $ UO — emule Yds 
900125 2 "i 
+ mu [а 一 Ф) 
= F OOo a) ове 


一 f n» DU — фах (1.623) 
利用 关系 式 (1.6.20) 并 注意 v? 的 测度 是 82 阶 ,由 此 得 到 


Ja ata — nn < CO" + ea) 


+ oa Ганад, аах (1.624) 


为 了 估计 最 后 的 积分 ,我 们 在 区 域 QL, 内 引进 局 部 坐标 vues, 
У». 利用 (1.6.20) 和 (1.6.21), 得 到 


MEL MT 
"- 
JM 
+ fo, tC ОС 
< с,80 


其 中 ,常数 C, 和 С, 不 依赖 于 s 和 2。 显然 


5. 


m aUi de < C Í 
我 们 进一步 得 到 


j 2 
be a pe pt dx == fos oM pyupygóedy 


«ca (fu or) Qus tror)" 
«c (1 IPIE y 

此 对 于 в < 5。， 从 (1.6.22) 得 到 

< e( Lus PDA y 


由 ”的 假定 , 当 e < 3 而 5 一 0 时 ,后 面 这 个 不 等 式 的 右 端 趋 
0. 


kipl pi — o” 
Yanotap ® vii Ф) 


Ript më 
n a їуз psu dx 


T 


Site Ser HS vr CL LDBORUR WEARS SB Ort, 其 
中 7? Г КОХ: ER фб =l ЕГ, Юр, Ri 
取 函 数 o^ 为 


»' = ( 


其 中 eG) ЕЕЕ ОЧКО, 这 些 积分 域 取 为 ONY 的 积 
分 , 完全 眼 积 分 域 取 ОП! 的 积分 一 样 进行 估计 . 为 此 , 我 们 将 
集合 n RER ri 分 划 为 区 瑾 25，: 1,55, №, JEE Q, 
天 引用 新 坐标 ursi yn, 使 得 

Yum F( ка) Уа = Окас н) 
容易 看 出 ,在 这 过 程 中 oin 一 aw, m, Н, Æ T, Ка 46 
域内 


у Ys 
rj 


93; — 0097"), pho == 0087), (1.6.25) 
qo = (P), a7 (в), an — 0(8) 
显然 ,区 域 总 的 测度 为 8 阶 ， 落 虑 到 (1.6.25) 并 且 令 ono;,= 
ві. RIEF 


m LLM’) — c*g!]2'udz 


. 535 


- I" (обе, + 8*8, und 


< ca fi 1918 


< Ca (fir; tay Y” 
因为 we Se 9)， 景 后 这 个 积分 当 ? -> о BEBE 0, 
(1.622) 类 型 的 不 等 式 显然 对 区 域 ONT 也 成 立 , A r, W 
邻 域内 ,注意 到 (1.6.25), 我 们 得 到 


IC. of gl pL ae ndy | < cu, lady 
由 积分 域 取 OD О» 880.623), 我 们 推 得 


Муз yl 
nm aS vy vy dx 


<| rl Ота 
< Сов + Сб 
因此 对 于 。 < 5， 得 到 


Па бә: | < с, (farg а)" 

这 表示 当 в «0,0 一 0 b,G.6.17y 82 ОП: 的 最 后 一 
个 积分 趋 于 0. 

现在 我 们 考虑 TPR 73, ЗЕНЛЕВЯ: 当 8 一 5 且 5 一 0 
Rts (1.6.17) 中 积分 域 取 0001. 的 最 后 两 个 积分 趋 于 0. 根据 假 
设 ,集合 了 在 上 的 5 邻 域 的 面积 不 超过 Cas 我 们 将 邻 域 71 分 
划 为 充分 小 区 域 855，! 一 1,-…,N;。 在 QL, 内 引进 局 部 坐标 
Уот ym， 使 得 位 于 平面 yo 一 0 内 ,并 且 在 Q 内 y, > 0, 
假设 在 ZO 95。 上 定义 的 光滑 函数 pi Oott ym-1), 使 得 : 在 
五 的 8 邻 域内 фі 一 0， 在 此 邻 域 的 闭 包 外 qi > 0, ЕГ, 
28 领域 外 ei = 1， 且 在 孔 上 处 处 有 <p < 1, 没 光滑 函数 
Gm) 当 ун 8 时 olov) = 0, Щщ y, 228. 时 pia) 
l, 而 当 6<y,< 28 BpO-eped, # Г, W 38DNFSZ 


* 54+ 


9-9 -pl 
定义 函数 p. SARDE 7 H, e) 和 pb, 可 能 不 为 0 的 子 
集 的 测度 不 超过 Cwe5*， 我 们 还 可 以 假设 
piy = 0097), phys, = OOT), Plyn — 0687), 
gius, = 007) 


AMARRA 
9$, = ОО); qi, — OG), j= m 
Ponram 00971); qi; = OG), jm (1.6.26) 
Фуз, = 0(87), К зет, j т т 
ЖК и 内 ,有 
а = 0(3), о” = 0(8'?), ati = OC), 
k= m, i= m (1.6.27) 
Fi EH за, ЯЧИ. 《1.6.17) 右 端 积分 区 域 取 ОП 
x: 的 第 二 个 积分 不 超过 


(фы те)" 


ТЇ(1.6.17) 150 АУБ ОП 的 最 后 一 个 积分 完全 眼 对 总 Ж 
样 , 可 利用 (1.6.23)。(1.6.26):(1.6.27) 来 估计 。 

定理 因此 证 毕 。 

我 们 注意 ， 如 果 X 的 所 有 点 都 是 D 的 内 点 的 极限 ， 并 且 ， 
RART L* 的 系数 可 以 延 扳 到 х, WWR EE «ЧЕ 0, 
ate CO, REE 2, E, B8atF, Falan 充分 小 ,那么 ,定理 1,61 
的 条 件 


B*«o, # X, L 
总 是 满足 的 。 
一 些 例子 表明 , 定理 1.6.1 的 假设 是 本 质 的 ， 特 别 是 , 如 果 集 
合 T 在 3 上 的 8 邻 域 有 3 阶 的 面积 ， 则 在 这 种 情况 下 ， 对 于 任意 
p<3, (1.14), (1.1.5) 在 Z0) 类 的 勇 解 可 能 不 唯一 , 即 定理 
1.6.1 的 条 件 1) 不 可 能 减弱 。 


我 们 在 Ce, 0) 平面 上 由 光滑 闭 曲线 卫 所 图 成 的 区 域 @ 内 考虑 


+ 58+ 


热传导 方程 

L(u) == u,, — u, = 0 (1.6.28) 
其 中 ,号 在 点 《0, 0) 的 邻 域内 与 由 线 rom |r] 重合 ，s = const 
70. 我 们 假设 曲线 了 除了 在 点 《0, 0) Яп (0, 1) 外 没有 水 平 切 
线 ， 在 这 种 情况 ,点 (0,0) 属 于 Za AO, DRT MIDEA 
点 属于 X. 4 (1628) rh, 作 代 换 w = ev, a= cont 0， 在 
QU3 内 我 们 得 到 一 个 方程 ,其 中 с* < 0。 我 们 可 以 假设 在 (0, 1) 
的 邻 域内 边界 了 是 这 样 的 : ERO 1) 上 8* < 0. 在 Q 内 省 数 

w = rt жам 
满足 (1.6.28)， 在 区 域 0 的 边界 上 , "EE — УЕА, EA 
(0, 0) 的 邻 域内 它 由 
|; = Pika a 

H. .容易 证 明 , 存 在 一 个 亢 数 Wa, D, 它 在 QUE 内 连续 ,在 
的 点 上 与 * 重 合 、 并 且 在 8 内 满足 (1.6.28)， 例 如 在 [61] 和 
[100] 中 已 经 证 明了 这 种 函数 wr Ge, 的 存在 。 因 为 假设 边界 
是 光滑 的 ,众所周知 , 在 QUI 内 (可 能 除了 点 (0, 003 (о, 1) 外 》 
函数 (ns г) 处 处 有 连续 导数 Wes Wars Wi ®” 

我 们 证 明 , 在 区 域内 函数 u = W (z, 0) 一 (z, г) RE 
жопе = 0 0 CLLA), (1.1.5) 的 弱 解 , 并且 属于 < 3 的 空间 
9,60). BS W(x, DE QUE 内 连续 而 且 在 z> 一 0 和 :一 0 
时 w(x, 人) 一 00, 所 以 在 8 内 具有 正 测度 的 集合 上 显然 有 w = 0。 
因此 对 所 考虑 的 铺 况 , 问题 (1.1.4)，《1.1.5) 至 少 有 两 个 解 ， 阻 数 
s 和 昼 等于 0 的 解 。 

我 们 证 明 在 ?过 3 时 ulr, р) 0). 0 (х, 0) 在 
2 内 有 界 , 因 此 只 需要 证 明 对 于 p< 3，w(x, 0€ Z0), 如果 
一 p12 + MO +в) > —1, 我 们 有 


| шд 一 Í өзм дд, 
2 2 


ta зн) 
< f (с” f de E + С, 


NT 


* 56 。 


ta P+ 1 

- a 173 768 й + б, 
o 

< Cy tos Cis C; = const 


3 p < 3 时 ,如 果 取 常数 。 > 0 充分 小 ,那么 不 等 式 一 此 十 二 


2 十 e 
> 一 1 成 立 。 现 在 我 们 证 明 u(x, г) 满足 积分 恒等式 (1.6.14)， 
假设 ve COQUE), HEE BUL E v- 0. 由 连续 性, 在 
的 所 有 点 上 v0. 因为 u(x, 1) 是 区 域 onore 1 一 
8) (8 = const > 0) 内 的 光滑 函数 ,根据 Green 公式 (1,1.14), {н 
等 式 


f L*(v)udx d: 
apisia 


-| aedem | „ж (1.6.29) 
Snu-r-8) опи» 
成 立 ， 容 易 看 出 ,对 于 充分 小 的 5， 有 
Iu(x, | < Су", me(Q = 8}) = 2000 
因为 ”是 在 卫 上 等 于 0 的 光滑 函数 ,从 而 得 出 在 2 内 
lo < corno, 

因此 ,和 如果。 充分 小 , 那么 (1.6.29) 右 端的 积分 在 5 — 0 时 趋 于 0, 
假如 了 在 了 上 的 9 领域 的 面积 是 8 阶 ， 从 而 函数 «Qe. г) 满足 
《16.14); 而 问题 《1.1.4)，(1.1.5) 在 se CO)(p < 3) 类 中 可 能 有 
不 唯一 的 解 。 

用 类 似 的 论证 可 以 证 明 : 如 果 定 理 1.6.1 中 的 集合 非 空 ， 
则 间 题 (1.1.4),(1.1.5) 在 p 28. 5,00) 类 中 可 能 有 不 唯一 的 
Ж. 为 此 ,我 们 在 RT Gus, sas 0) 空间 的 光滑 区 域 2 内 考虑 
热传导 方程 


L(a) = Au — m, = 0 (1.6.30) 
2 在 原点 的 邻 域内 以 曲面 :一 P 为 边界 ,其 中 


mi 


r= У) а, є — const > 0, 
= 


我 们 将 假设 区 域 2 的 边界 卫 仅 在 两 点 Р, 和 P， 有 平行 于 : 轴 的 


n 


法 向 量 ,其 中 P. 是 坐标 原点 。 在 曲面 了 上 函数 


| Dum i e 
是 连续 的 。 因此 存在 函数 we. EE QUI 内 连续 ， 满 足 
《1.6.30) 并 且 处 处 光滑 (可 能 除 Р, 和 P, 两 点 外 ， 参 看 [37，61])。 
不 唯 验证 ,函数 n(x, ) = Wn 0) — ш(х,) XT pne 2 
(m — 1) 属于 9760), 并 且 当 s 充分 小 时 满足 (1.6.14)。 
因此 ,在 空间 R 中, 如果 非 空 ,对 于 2<2, 014), 01.5) 
在 9,00) 类 中 的 解 可 能 不 唯一 ， 在 这 种 意义 下 ， 定 理 1.6.1 的 
条 件 ue L0) 是 精确 的 。 
在 定理 1.6.1 th, 条件 c* < 0 同样 是 本 质 的 ， 函 数 r 在 
《1.5.3) 意 义 下 ,在 任意 的 球 2 一 {+ < 8} 内 满足 方程 
rnAu—ou=0 (1.6.31) 


а 
其 中 e= 514, —01«oa«0,8270, BED ¿= — «0, 


iji 


依据 定理 1.5.1, 在 2 内 (1.6.31) 存 在 满足 条 件 sles = P" 的 有 界 
BR sO). 对 于 jap| «2. P» 1， 函 数 u — n BT S,(9) 
ж, RR SSU(L614). 显然 区 域 Q 的 边界 属于 x. WA 
看 出 ,在 0 的 正 测度 集合 上 7560, ЖН 
ct = о? 44270. 

除了 某 些 简化 外 ,完全 象 证 明定 理 1.6.1 那样 , 可 以 证 明 下 面 的 定 
理 ， 在 恒等式 (1.5.3) 意 义 下 ,这 个 定理 研究 (1.1.4),(1.1.5) 在 有 界 
可 测 函 数 类 中 能 解 的 唯一 性 ， 

定理 162 dub QUI 内 只 < 0, 在 马 的 点 上 pr*<0， 
并 且 0€ A9%2, 假设 LC) 的 系数 可 以 延 拓 到 集合 QU, 的 
аф G, 内 ,使 得 | 


atig 2 0, TE QU G, 上 , aH E Co(QUG), 


¿*k€ Са 00065), eeco"(oQUG), o <a <1 
那么 ,如 果 对 于 在 NUZ 上 等 于 0 的 COXQUI) 中 的 任意 函数 
+ 58 * 


j. L*(v)ule = 0 


且 集 合 T 在 上 的 8 邻 域 的 面积 为 ó+ Br, 9 > 0, MARTNA 
数 w(x) 在 Q 内 几乎 处 处 等 于 0. ` 

在 证 明定 理 1.6.2 时 ,完全 象 证 定理 1.6.1 时 在 Г, 的 邻 域内 构 
HAM фе 那样 , 在 集合 的 邻 域内 构造 阔 数 p’. 

从 定理 1.6.2 和 定理 1.5.1 得 出 关于 极 大 值 原理 的 如 下 定理 。 

定理 1.63 假设 满足 定理 1.62 和 1.51 的 假定 。 那么 ， 
(1.1.4),《1.1.5) 在 (1.5.3) 意 义 下 的 任意 有 界 弱 解 w《x) 满 足 极 大 值 
原理 ， 

lu] < max frap iL, AD 14| (1.6.32) 


to 


在 [102] 中 所 举 的 问题 (1.1.4),《1.1.5) 的 一 个 例子 表明 ， 定 理 
16.2 RTRA ГИБ АО, 因为 , 如果 集合 在 上 的 
6 邻 域 的 面积 当 8 一 0 时 不 趋 于 0， 那 么 在 有 界 可 测 函 数 类 中 ， 
《1.1.4),《1.1.5) 的 解 可 能 不 唯一 。 

我 们 考察 G) 平面 上 的 光滑 区 域 0， 它 由 直线 :一 1 上 
的 线段 (rl, ШӨ 1 一 f(x) ，0 Xe E 以 及 分 别 联结 点 
(0, 0), C0, 1) 和 《1, 0), G, 1) 的 两 条 光滑 曲线 К, Яп K, EH 
R, 并且 区 域 0 的 边界 与 平行 于 : 轴 的 直线 相交 不 多 于 两 点 ， 作 
WEN JG) 使 得 fe CÓ, ERR 0< * 所 1 上 , 具有 正 测度 的 
Cantor 集合 E 上 的 f(x) 一 0， 并 且 在 不 属于 的 这 条 线段 的 点 
上 ,90<j(x) < 1, iZ 


L(u) & Pu, — ш — 2u = 0 (1.6.33) 
这 个 常 微分 方程 有 如 下 形式 的 通 解 : 
u = C1 — 2, + 22) + ce (1.6.34) 


Xd. С.С, 是 任意 常数 。 在 (1.6.33) 中 作 代 换 “一 et, 3 
且 选 取 常 数 a > 8， 使 得 对 于 * 关 0 时 ,有 —a + fw 一 fat < 0, 
fw — s — 2<0, 我 们 得 到 方程 


* 59» 


LW) = fal, — ui + atu! + (Po? — a — 2ш = 0 (1.6.35) 
因此 ,方程 t — (e — a — 2) —4at +2 < 0 EB c < 0, 
容易 看 出 ,对 于 方程 (1.6.33), (1.6.35) 和 上 面 所 作 的 区 域 0, 
直线 上 一 1 上 的 线 有 (<а<1 属于 直线 :一 0 上 的 集合 
ERT E, HR :一 了 x) 上 JG) >= 0 的 点 属于 ,而 曲线 К, 
和 K, 的 点 属于 XO. 因此 , 除了 关于 工 的 条 件 外 , 对 于 方程 
(1.6.35) 满 足 定理 1.6.2 的 所 有 假设 ， 对 于 这 个 方程 ， 集 合 了 包含 
集合 E, HERR 0< << 1 上 具有 正 测度 、 
ДЕ (1.6.14) 中 的 函数 "在 X, 上 必须 为 0, 但 因为 在 QUE 
内 光滑 ,所 以 它 在 如 上 也 为 0、 令 wO 25 (1.635) ЈН (1) 
—0, 而 wG) 关 0、 由 (1.6.34) 容 易 看 出 ,这 种 解 wO) FE. 不 
难 验证 ,在 x€ E Mo mlrs) = (D. 而 在 9U3 的 其 余 点 
上 等 于 0 所 定义 的 函数 и (х, 7) 是 齐 次 问题 Llw) 一 0 (在 2 
A) # 0 (在 BUX 上 ) 的 弱 解 ,其 中 L) 是 算 子 《1.6.35)。 
显然 ,wkx, 0) 是 有 界 避 测 函数 ,并 且 在 9 的 正 测度 子 集 上 不 为 0。 
注 1 在 定理 1.6.1 中 , ERR ORAR IRAR X, Б, gh 
<0 的 条 件 可 换 为 如 下 条 件 : 1) JE QE E 8t «0. 2) 算 
F LO) 的 系数 可 以 延 拓 到 X, 在 上 的 边界 点 集合 ГОЙ 
域 ， 使 其 满足 定理 1.6.1 中 对 邻 成 G, 所 要 求 的 条 件 。 EA Т 
可 以 分 划 为 一 些 子 集 ,每 个 子 集 满足 定理 1.6.1 中 所 述 的 Ps Г, 和 
T, 的 相应 条 件 1), DR 3) 之 一 。 
在 这 种 假设 下 ,对 于 定理 1.6.1 的 证 明 , 可 以 用 先前 利用 >, L 
8* < 0 的 条 件 证 定理 的 方法 来 进行 ， 只 需 将 集合 D 的 5 邻 域 包 
含 在 区 域 9, А. 
完全 同样 地 ， 可 以 用 上 述 条 件 1) 和 2) 及 补充 假设 rt 在 了 
的 8 领域 的 面积 为 8° МОНЕ 9 > 0) RRETA 1.6.2 HE S 
上 8* 之 0 的 条 件 。 
注 2 在 定理 1.6.1 和 16.2 中 ,在 马上 8* < 0 的 条 件 可 以 
用 五 上 及 在 集合 ZZ 的 某 邻 域内 #* <o МАЕК, 
定理 164 ”假设 在 ОЦ 内 c* < 0, 并 且 假 设 在 LUZ 


^ae 


的 点 上 及 在 Y. CU) 的 某 邻 域 中 的 X, 上 8* 0. 假设 
Qc A^? HATLO) 的 系数 可 以 延 拓 到 集合 马 的 5 PR С°, 
使 得 ee Соо) С"), Phe cu (UG), с*є CONOUG), 
0о<а<1, 并且 在 DUG E, ЧЕ; 20. Ш а(х) € 
LA), p 22, WF LUE 上 等 于 0 的 COO) 的 任意 函数 
e 有 


j. L*(v)udz = 0 


WE Z, 在 X 上 的 边界 点 集合 Г ЗАЛАЗИ D. 
T, To ЭХЕ Т, 1.6.1 的 条 件 1)，2) 和 3) 成 立 , 这 
样 以 致 于 «GO 在 9 内 几乎 处 处 为 09。 
样 用 类 似 证 明定 理 1.6.1 的 方法 来 证 明定 理 1.6.4。 在 这 种 
PKR O 仅 包含 集合 х, 的 3 WR. 我 们 还 应 当 考虑 这 样 的 
事实 : 在 引 理 1.5.1 中 , 在 >, (ОЛЕН Т G 的 点 上 ,8 < 0 的 
条 件 可 以 用 在 Z, ЕН S+ XZ, 的 边界 点 某 邻 域 的 点 上 8 < 0 的 条 
PRR GLIE 1.5.1 的 注 )、 
用 完全 同样 的 方法 ,我 们 得 到 如 下 定理 : 

定理 065 设 (1.5.1) 的 系数 和 9 的 边界 满足 定理 1.6.4 的 假 
设 , 但 对 r 的 条 件 ,可 用 集合 T 在 上 的 8 邻 域 有 5(4 > 0) 
阶 面积 的 条 件 来 代替 . 那么 ,在 8 内 (1.5.1),(1.5.2) 在 (1.5.3) 意 义 
下 的 弱 解 在 有 界 可 测 函 数 类 中 是 唯一 的 ， 
下 面 (1.5.1),(1.5.2) 的 唯一 性 定理 并 不 象 定理 1.6.1 一 1.6.5 那 
样 ,假设 (1.5.1) 的 系数 可 以 通过 边界 的 任何 部 分 光滑 延 拓 。 
定理 1.6.6 假设 在 ООУ 内 c* < 0， 并 且 假 设 在 LUH 
的 点 上 以 及 在 XQ (QU X) 的 某 邻 域内 的 >, WAE 8* <o, 
假设 96 42“， 并 且 存 在 集合 X, 在 上 的 一 个 邻 域 4, 使 得 


HM (к) 0, 80 (1.6.36) 


al 


dh. oi 是 在 2 中 与 o, 的 距离 不 超过 5 的 点 集 。 那么 ， 如 果 


„аар 


“De LO HET TE X;UX, 上 等 于 0 的 Cd) 的 任意 函数 
v. 


Í. L'(v)udx = 0 (1.6.37) 


则 函数 (e) 在 9 内 几乎 处 处 等 于 0。 
证 明 在 2 内 考虑 方程 


вАә + V в а(х ,в)до + L*(v) = Ф (1.6.38) 


及 条 件 

vm 0, 在 3 上 (1.6.39) 
其 中 $ C2(Q), в 一 сопи > 0, а(х, в) 是 光滑 函数 , 它 在 的 
VE 部 城内 等 于 Т, 而 在 o 的 2V5 邻 域外 等 干 0, 并 且 对 于 0 
<s <l, 8 0<а(х, в) «1, 根据 引 理 1.5.1 和 附注 ， 对 于 
(1.6.38), (1.6.39) 的 解 vCx), 估计 


|2: € Св (EX E), j=l, e,m 
0s; 


成 立 ,其 中 C 不 依赖 于 в. 
用 。 乘 方程 (1.6.38), 在 QO 上 积分 并 且 用 分 部 积分 变换 这 个 方 
程 的 个 别 项 ,我 们 得 到 


|, Фодх = Ll w V E aes 


— dv, va 十 ( - + bf e 


2 


由 于 c* < 0， 根 据 极 大 值 原理 ， 函 数 ， 在 9 内 关于 в НЯ, 
我 们 可 以 假设 
las < Ce las | < Св”; С, C, = conn 


SR, аш, H 0 的 点 集 的 测度 为 V в 阶 。 因 此 


"DU < с, 


+B HESE ea) epe (1.640) 


[+= aK 


у (1.6.40) 得 到 
E А 00 дк < е; 
我 们 用 G 表示 与 无 关 的 常数 ， 此 外 ,完全 象 引 理 1.6.1 的 证 明 
那样 ,我 们 求 得 
E j. (дих + EUN alarde XC, (1.641) 


为 了 证 明定 理 1.6.6, RIH (1.6.38), (1.6.39) 的 解 ztx) RA 
(1.6.37)。 根 据 (1.6.38), 有 


0= f L*(oJudx - | Puix 
9° ü 


- j. sAvudz 一 | aAvudr (1.642) 


下 面 我 们 证 明 , 当 = — 0 kts (1642) 8] SUSHI UHR T 0, 
完全 象 证 定理 1.6.1 时 估计 积分 
Е f Acqiudx 


那 祥 , 惜 助 (1.6.41) 来 伍 计 积 分 
n Avudx 


(1.6.42) 的 最 后 一 个 积分 的 积分 域 取 在 区 域 BY Е, AARE 
alx, в) 的 定义 ,在 这 个 区 域外 被 积 函 数 等 于 0, 所 以 我 们 有 


|" B aAvadx 
e ef asas)” (f, н)" 
«(efte Qe e" ae 
注意 到 不 等 式 (1.6.41) 和 假设 (1.6.36), 我 们 从 (1.6.43) 推 得 


VE |, дендх 0, 当 s 一 0 时 
所 以 


+ 635 


f иФ4х == 0 
а 


这 表示 ,在 9 内 及 乎 处 处 4 = 0, EMER. 

我 们 注意 在 定理 1.6.6 中 对 集合 I 或 没有 明显 地 附加 任何 
条 件 。 容 易 验证 对 方程 (1.6.28) 或 《1.6.33) 的 齐 次 边 值 问题 的 解 ， 
条 件 (1.6.36) 是 不 满足 的 。 

定理 15.1 和 1.5.2 给 出 了 一 些 条 件 , 在 这 些 条 件 下 ，(1.5.1)， 
〈1.5.2) 的 弱 解 具有 性 质 


L| -pao aono 
8 d 


其 中 ,外 是 给 定 在 NUX 上 的 函数 e 向 区 域 2 内 部 的 连续 开拓 。 
假设 这 里 的 函数 8 在 XU, 上 连续 。 

注 3 在 定理 1.6.6 中 ,条 件 (1.6.36) 可 以 用 这 样 的 条 件 代替 : 
对 五 的 内 点 所 组 成 的 任意 闭 集 Ci 


10 adeo, 当 8 一 0 时 (1.6.44) 
ГЛ 


其 中 ，G 表示 G 的 5 邻 域 与 9 的 交集 ， 另外 ,必须 假设 , X, dE 
Ж ЁЛ ЛАЙ Г 可 分 划 为 不 相交 的 闭 子 集 Fo T, Г, 它们 
满足 定理 1.6.1 的 条 件 1)，2) 和 3)， 并 且 在 Ts r, 和 天 的 5 邻 
域内 ， 系数 ab 满足 相应 的 条 件 (1.6.21),(1.6.25) 和 (1.6.27). 

这 个 断言 可 以 象 定理 1.6.6 那样 来 证 明 。 为 此 ,考虑 (1.6.39)，、 
(1.6.38) 的 解 +， 其 中 ,构造 函数 aCe, e) 时， 用 集合 Z. ЕУ E 
的 2/2 邻 域 代替 集合 o,， 在 等 式 (1.6.37) 中 用 vg 来 代替 sv, 其 
Th, o? 是 在 证 明定 理 1.6.1 时 所 构造 的 函数 ， 我 们 有 


0 一 |, L* (vo! )udx 


= [ritos + | etii) — etotluds 


* j. Закера vi uds 
由 此 推 得 


*6%+ 


Wigudx = I guler + VE avi Mx 
р „0 
一 | илә) — esl 
Ja 
- |, 22 pd омй (1.645) 


正如 定理 1.6.1 ЯП 1.6.6 的 证 明 那 样 , 我 们 证 明 ， 对 于 固定 的 8, Ж 
Bt ® 适当 小 ,(1.6.45) 右 端的 第 一 个 积分 可 生意 小 ;而 对 于 6 < 6, 
9 充分 小 时 ,(1.6.45) 的 最 后 两 个 积分 也 可 以 任意 地 小 。 必 须 注 意 
到 ,在 产 的 》 邻 域内 《1.6.22) 堪 端 积分 的 被 积 函数 等 于 0. 因此 
在 推导 类 似 《1.6.24) 的 不 等 式 时 ， 我 们 可 以 考 直 用 函数 《LI 一 
ФР) р? RREAN (1 一 р) р, — 从 而 对 充分 小 的 se， 在 类 似 
于 (1.6.23) 的 等 式 中 ,积分 


mE в а(х, e) Av! (1 — ф)р dx 


为 0, 而 所 有 的 估计 可 以 象 定理 1.6.1 的 证 明 那 样 来 进行 。 

我 们 注意 到 , 注 3 中 所 提 关 于 P 的 条 件 是 不 能 省 略 的 , 即 定 
38 1.6.6 的 条 件 (1.6.36) 不 能 用 条 件 (1.6.44) 代 替 。 实际 上 ,在 对 
方程 (1.6.28) 和 (1.6.33) 所 和 做 的 边 值 问 题 中 , 由 于 2 的 内 点 的 集合 
是 空 集 ,因而 条 件 (1.6.44) 满 足 . 但 这 些 问题 在 Áo = 2) 类 中 
LES 

在 $4 和 55, 我 们 构造 了 问题 (1.3.1),(1.3.2) 在 Hilbert 空间 
SÉ 中 的 旨 解 (参看 定理 1.4.1 和 1.5.4)。 在 [102] 中 证 明了 这 种 解 
的 唯一 性 定理 、 这 个 定理 的 证 明 是 基于 对 称 一 阶 方程 组 理论 的 

RUAT 表示 集合 Io XQIQSRUXQÓEIZ FB AJB. 

定理 16.7 (R. Phillips 和 L. Sarason) Hig r 由 两 个 不 
相交 的 闭 集 T。 ЯП Г, 组 成 ,并 且 工 在 上 的 5 邻 域 的 面积 为 宁 阶 ， 
而 Ty HARA (n 一 2) 维 光 滑 流 形 组 成 ， 假 设 在 @ 内 

Ze Б + ah Se < 0, 
并 且 在 五 的 每 个 流 形 的 点 上 或 者 vy = 0 或 者 avv; 96 0, 
其 中 , p 是 在 3 上 了 的 法 向 量 。 则 在 空间 2 中 的 函数 “在 9 内 
. 65. 


几乎 处 处 等 于 0, 如 果 对 于 所 有 在 X,UX, 上 为 0 的 COUE) 
的 "满足 


|, и1^(ь)йх = 0 


我 们 将 不 给 出 定理 1.6.7 的 证 明 ( 在 [102] 中 可 找到 证 明 ), 因 
为 它 很 复杂 ;我 们 宁可 证 明 一 个 有 密切 关系 的 定理 。 

定理 168 假设 Z, 的 内 点 的 每 个 闭 集 G， 有 这 样 的 邻 域 : 
在 这 邻 域内 算 子 LO) 的 所 有 系数 有 定义 ,并且 аек, > 0, 
2* € Са, b € Co c*€ C99, 0 < aci, RAE LUE E 
8*«0, ТЕ ОЦУ 内 c* < 0, ЎН >, Яп Z, XAR RUE AE ERAI 
不 相交 的 闭 上 TAN AR T. 在 3 上 的 5 4538091829 И, 
而 To 由 有 限 个 《om 一 2) 维 光 清流 形 组 成 在 每 个 流 形 上 ,或 者 

aS yap, = 0 

BU абр те 0, WR SF (Q) 的 函数 "对 于 在 XOU, 上 等 于 
0 的 COQUE) 的 所 有 > 满足 


L uL*(r)dx = 0 (1.646) 


并 且 在 P 上 avv, ^ 0 的 点 的 邻 域内 函数 e 5525 [и], 中 的 某 
函数 重合 (方程 LO) 一 0 的 系数 可 光滑 延 拓 到 z, 的 邻 域 的 条 
件 , 可 以 用 条 件 (1.6.44) 代 替 )， 则 zx 在 日 内 几乎 处 处 等 于 0. 

证 明 设 G* 是 尺 中 与 其 边界 的 距离 大 于 5 的 点 集 ， 考 虑 区 
域 Q, CER G' 的 5/2 邻 域 ， 并 且 在 此 邻 域外 与 4 重合 . 8 
设 0,€ A07, HARR aG) 是 Co) 的 函数 : 在 9 内 a= 
0, WE 200 内 а > 0、 我 们 构造 函数 а(х, 5), E а(х, 8) 
€ Co (9,), 在 集合 LUT 的 8/2 RRN aCe, 8) = 1, 在 此 集 
合 的 5 邻 域外 为 0, ЖА Oca < 1. 在 区 域 9* 内 考虑 方程 

SAv + als)Av + alx, 8)Àv + ІА) = Ф (1.647) 

在 0, 的 边界 上 具有 条 件 ”一 0， 其 中 Фє Се(0), e—cons-0, 

如 果 以 满足 条 件 (1.6.44)》 来 代替 L*Co) 的 系数 在 X, 的 邻 域 
内 可 以 延 拓 的 条 件 , 则 我 们 考察 问题 
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BAv + а(х, 8)Av + Lo) = 0, 
在 8 内 ; s= 0, EXE (1.6.48) 
其 中 а(х, 8) € C"(2), Æ Z,UT,UT, 的 8/2 RRA а(х, =L, 
在 这 集合 的 3814 邻 域外 a(x,8) = 0, 并且 0<а(х,0) < 1. 
根据 我 们 的 假设 及 引 理 1.5.1 I 16.1, 对 于 在 9, 的 边界 上 为 
0 的 (1.6.47) 的 解 ,估计 


E f, (Arde < С, (1.649) 
А 


成 立 , 这 里 常数 С, 不 依赖 于 e, 但 依赖 于 8《 对 于 《1.6.48) 的 解 成 
立 同样 的 不 等 式 )。 BREA p 在 TUT 的 5 ARD 
于 0, KPG « 1, 在 集合 PUT HERRY К eG) 一 1 
(对 于 (1.6.48) 的 情况 ,在 做 p*x》 时 ,我 们 用 集合 LUTUT 代 
BRE DUI). 

我 们 用 函数 v? 代替 (1.6.46) 中 的 函数 o, 其 中 v de 9, 内 
满足 (1.6.47), 并且 在 这 个 区 域 的 边界 上 为 9。 我 们 有 


f, L* (o'g Judr == 0 


由 此 得 出 


iD, - Av o. 
Ls шайх Ls voude 
-| PILCE) — cg" lude 
А 
一 Í. 2a* gi ui udz (1.6.50) 


这 里 ,我 们 利用 了 在 2 内 ee(z, 8) = 0 ая) 一 0 的 事实 。 当 
5 固定 时 ,对 于 充分 小 的 s，(1.6.50) 右 端的 第 一 个 积分 可 以 性 意 
小 。 偿 助 (1.6.49), 完 全 女 证 明定 再 1.6.1 时 估计 类 似 积分 一 样 ,可 
以 证 明 这 个 事实 。 选 取 特 殊 的 QU. XDT ecc. щ8 充分 小 时 ， 
《1.6.50) 右 端的 最 后 两 个 积分 (分 别 用 1, 和 1, 来 表示 ) 可 以 任意 
小 ,我 们 注意 这 些 积分 的 被 积 函数 仅 在 7 内 可 能 不 为 0。 

在 集合 TERRA БКС p^ 的 构造 以 及 在 此 集合 的 相应 邻 


"pe 


域 上 的 积分 1 和 LBA Se SE RUE SE S. 1.6.1 时 对 集合 Г, 的 
那样 来 进行 ,我 们 只 指出 在 推导 类 似 (1.6.24) 的 不 等 式 时 ,必须 用 
n9" ^(1 一 gye RCLGAT) GR Ж (1.6.48))3ЕН.Ж 9, 上 积分 . 

函数 gs 的 构造 ， 积 分 域 取 Г, 上 atv. == 0 那 部 分 的 积分 
五 和 请 的 估计 。 完 全 象 证 明定 Bš 1.6.1 时 对 集合 T, 的 那样 来 进 
СЯ 

TE To Е абору зе 0 的 点 集 的 邻 域 内 , 象 证 明定 理 1.6.1 时 在 
T, BO SILBER FADE bB 3k ”因为 按 假设 :在 Го 的 邻 域内 , Ва 
Ж x(z) 与 OC 的 一 个 函数 重合 , 并 且 av vi 天 0， 容易 证 明 


ax ano 3⁄4 s — 0 (1.651) 


Жор, z! 表示 T 上 atiy; ve 0 的 那 部 分 点 集 的 邻 域 ,在 此 ，! 一 
ф' зе 0, ЕВО, RITE T 的 点 了 的 邻 域内 引用 局 部 坐标 у, 
tns ym， 使 得 y, 轴 指 向 卫 的 内 法 线 方 向 ， 而 y%-， 轴 的 方向 与 
> 的 方向 重合 . 可 以 假设 ,在 变换 后 的 算 子 工 xz) 中 , 形 如 ww ,y, 
G = m—1) 的 导数 的 系数 等 于 0。 根 据 在 r, 的 邻 域内 函数 абе) 
与 OC 的 函数 重合 的 事实 ,对 充分 小 的 8， 推 得 


k: Uym dy < оо 
和 
IP Фах < Cl +Í, G, + dy 
其 中 ， 常 数 ORRAT д, 而 TO 是 包含 vt EDO M 8 — 0 
时 ，mesT$ > 0, 进一步 估计 积分 LORD. REER 1.6.1 时 


XT, 相应 的 积分 那样 来 进行 ， 只 需 用 关系 式 〈1.6.51) RERE 
иє Z (Q). 
对 于 满足 条 件 (1.6.44) 的 情况 ,在 Z, ARE BRA, БЕК p 
可 以 类 似 地 构造 取决 于 这 个 边界 是 属于 T, 或 r. Hb. BUR 
P 在 距离 X, 不 大 于 3/4 的 点 上 等 于 0， 而 在 沿 的 法 线 蝶 离 
5 Ж 8 的 点 上 同等 于 1。 从 而 我 们 得 到 定理 1.6.8 WEHA. 
。68 。 


AREH (1.31) 0.32 RU SERCTETE RE p> 189 $7, (9) 类 

中 是 唯一 的 ,如 果 对 于 任意 郧 数 p e Ср(О), 问题 
L*(v) >$, 在 0 内 ; s| suz, = 0 
有 属于 CO(QUE) 类 的 解 “Cs)， 这 种 条 件 将 在 58 中 给 出 。 

现在 证 明 一 个 对 于 分 片 光滑 区 域 9 的 唯一 性 定理 . 对 这 种 区 
域 存在 定理 1.5.5 成 立 。 

定理 169 假设 ocB^^, Bub LUL 的 边界 点 集合 了 
在 3 上 的 o 邻 域 的 面积 为 阶 〈《9 > 0)， 并 且 假设 定型 1.6.2 中 
关于 算 子 L*(v) 的 系数 和 函数 8* 的 假设 成 立 。 那 么 在 9 内 由 积 
分 恒等式 (1.5.26) 定 义 的 (1.1.4),(1.1.5) 的 广义 解 在 有 界 可 测 函数 
类 中 是 唯一 的 . 

证 明 ”这 个 定理 可 以 象 定理 1.6.1 那样 进行 证 明 。 首 先 ,完全 
REREH 1.6.1 一 样 ， 我 们 构造 区 域 0,6 вао, RARER 
所， 使 得 6,e 49%, 0,0, 并且 0, 在 点 集 B W г 邻 域外 与 
9, EG. В 表示 B 位 于 0, 的 边界 上 的 点 集 (集合 是 前 面 在 定 
理 1.5.5 中 定义 过 的 )， 在 区 域 0, 内 考虑 力 程 

EAr + а()Ао + alz, 8)Av + L*() = Ф (1.652) 
其 中 aG) 是 这 样 的 光滑 函数 : 在 0 内 G) = 0, Æ ОАО р 
eO) > 0; 在 集合 B 的 6 邻 域内 ， 光 滑 函 数 (0) 一 1， 而 
在 这 个 集合 的 28 邻 域 外 а(х, 0) 一 0， 在 积分 本 等 式 《1.6.46) 
中 ,我 们 用 通 数 s 代替 函数 v. Hp 四 是 (1.6.32) 的 解 ， 它 在 
区 域 5 的 边界 上 等 于 0, 而 yp 是 光滑 函数 。 它 在 集合 B'UT 的 
9 邻 域内 等 于 0, 而 在 这 个 集合 的 基 邻 域 x 外 等 于 LS dE DEAD 
域内 ， 完 全 象 证 明定 理 1.6.1 时 在 Г, 的 邻 域 那 样 来 构造 函数 qi. 
在 属于 B'3EB2 х, 的 极限 点 的 那些 点 上 ， 如 同 定理 1.6.! 中 对 
集合 Т, 所 做 的 那样 来 构造 函数 we， 对 于 B' 的 其 它 点 (我 们 用 В, 
ERRERA 好， 我 们 选取 一 个 光滑 函数 ， 它 在 В, 的 з 邻 域 
内 等 于 0, ЖЕ B. 的 28 邻 域外 等 于 1 B 0x, 
Pie == 068°), фі = o) (1.6.53) 
AMARRE, UER, £ B 的 邻 域 内 s X: e 和 
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5 是 一 数 地 小 .考虑 到 vh 的 这 个 估计 和 等 式 (1.6.23), 我们 证 得 
(део, зоною (16.54) 
i 


Hh, B! 表示 集合 B о 邻 域 . 利用 关系 式 (1.6.53) 和 (1.6.54)。 
我 们 估计 (1.6.59) 右 端的 积分 L 和 h, 

用 同样 的 方法 ,在 BO 类 区 域内 ,可 以 证 明 (1.1.4),(1.1.5) 
在 空间 S ,(Q) 解 的 唯一 性 定理 。 这 类 似 于 对 光滑 区 域 证 过 的 定 
理 1.6.1、1.6.4、1.6.6 和 1.6.8。 


87. 关于 非 负 二 次 形式 的 一 个 引 悍 


在 这 一 节 中 ,我 们 证 明 一 个 与 非 负 二 次 形式 有 关 的 不 等 式 ,在 
下 一 节 中 研究 边 值 问题 (1.1.4)。《1.1.5) 弱 解 的 光滑 性 ， 在 第 二 章 
$ 6 中 研究 一 般 二 阶 方程 的 亚 祷 匣 性 , 以 及 在 第 三 章 š 2 中 研究 有 
关 的 退化 双 曲 型 方程 ,都 必 不 可 少 地 要 应 用 到 这 个 引 理 . 

引 理 171 BRIF R> 的 所 有 * 和 所 有 的 E— (sr En) 
有 a GO E15; 0， 并 且 假设 atl) € Ca (RT), BANTER 
的 s€ СЕ”), 有 

Cation) < Майо, дока (7) 

其 中 ，M 仅 与 函数 ati 的 二 阶 导数 有 关 。 《与 其 他 各 处 一 样 ， 在 
《1.7.1) 中 重复 指标 都 假定 从 1 到 m 求 和 》 

证 明 对 于 所 有 * 值 都 有 定义 ,并 且 属 于 Ca CR) 类 的 任意 
非 负 函 数 满足 不 等 式 


fs 2tsup [f DH (1.72) 

事实 上 ,假设 这 个 不 等 式 在 某 点 z 上 不 成 立 , 则 有 
FG) > 2{ sup [Hs 00), Ка) ° 0 (1.7.3) 

考虑 点 % = ro — MG Gn). 由 Taylor 公式 


Ky) = Кы) 一 D 1а) 


Ро) 2 
ur O 


. 0 


或 
ус afi 2 (z 
кә = К — 2 REM >] 


因为 做 据 假设 不 等 式 (1.7.3) 成 立 ,我 们 有 
HES =: 
1K > 

AT К) < 0， 这 与 对 所 有 的 fz € R', 1G) 20 的 假设 矛盾 . 

Br 是 R” 的 任意 点 、 我 们 作 自 变量 变换 = был, 其 中 
а, 取 这 样 的 常数 ， 使 得 loud BEZE, Ti LEE 
laara 是 对 角 型 的 。 

容易 验证 ,对 于 vE СОСЕ”), EAr LER 


айо 一 HI, (1.7.4) 
ССА (1.7.5) 
成立。 显然 ,在 R 的 所 有 点 上 PEES 0. ВОДЕ (172), 有 
G< Са", ERA (1.7.6) 


其 中 ,常数 C, 与 at p ELLEN R” 中 
2“ + 28" + 2 0, 
对 此 函数 可 以 利用 (1.7.27, 在 К” 的 所 有 点 上 ， 得 到 
GUY « GG" + ад 27) + GG e) (107) 
这 里 cm С, 是 常数 ， 

EAr bee dM 各 一 0， 因 此 从 (1.7.7) 推 得 在 * 上 ， 

有 
(Ly < сй" + d?) (1..8) 
其 中 ,常数 c; 仅 与 ati 的 二 阶 导数 有 关 . 

对 于 CAR”) 类 的 о, MEAR (1.7.4) (17.5) 和 估计 
(1.7.6), (17.8) 推出 引 理 的 断言 。 对 于 Co CR) 中 的 ， 通 过 极 
限 得 到 (1.7.1)。 

KZA (1.7.2) 和 引 理 1.7.1 的 几 个 推论 将 在 后 面 用 到 。 

推论 1 设 对 于 所 有 的 和 x《 R ^, 二 次 形式 ati GOE 5 20. 
因此 ， 将 它 看 作 与 的 函数 ， 应 用 〈1.7.27》， MARATRA E M 


MN 


z€ R", 有 
Ган Са) Р < 22" Се) а Ем (1.7.9) 
推论 2 假设 n = (sa). Koh EAR. WA М 
于 所 有 的 z€ R” 和 所 有 的 复数 nott Im Ж 
La (сулу |? < 22! (0) a9 Qo) qus (17.10) 
不 等 式 (1.7.10) 直 接 从 (1.7.9) 得 出 。 事实 上 , En. = +, 
其 中 天 和 系 是 实数 ， 则 (1.7.10) 可 写 为 形式 
la GEI! + [a бю] 2ай Се) La GOE E 
s GEI 
后 面 这 个 不 等 式 是 (1.7.9) 的 直接 结果 。 
推论 3 假设 лян, ЖЕ 
vE СКЕ”), D, = — 18192, 


WJ 
(ati D Div |? < Макра Do (1710 
常数 M 仅 与 函数 ati 的 二 阶 导数 有 关 。 
如 果 将 函数 D.D, 写 为 形式 
р.у = Ри + ЮР 
其 中 vif v 是 实 水 数 , 将 这 些 表达 式 代入 (1.7.11), 那 么 从 (1.7.1) 
同样 立即 推 得 不 等 式 (1.7.11). 


$ 8. 第 一 边 值 问 题 弱 解 的 光滑 性 。 
存在 有 界 导数 解 的 条 件 


在 本 节 中 ,我 们 对 $5 所 构造 的 问题 (1.1.4), (1.1.5) 的 弱 解 的 
光 消 性 建立 一 系列 的 定理 , 

MERT OUE 中 矩阵 [aU] 的 行列 式 等 于 0 的 点 集 。 我 
们 注意 到 ,在 集合 ONE 的 每 点 P 的 某 邻 域内 ,问题 (1.1.4), (1.1.5) 
Ho SS EXE ОИУ НОЕ, 由 已 知 的 结果 (参看 181, 1181) 
知道 , 如 果 在 了 点 的 基 令 城内 方程 的 系数 和 函数 了 属于 CUP 类 ， 
那么 解 在 此 邻 域内 便 属 于 case 类。 对 于 4 中 的 那些 点 ， 在 其 
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邻 城内 方程 (1.1.4) 是 抛物 型 的 , 而 且 其 中 一 个 变量 x; REE 
用 ， 成 立业 似 的 论断 (参看 [37, 611), 

在 第 二 章 $5 和 $6 中 ,我 们 将 对 (1.1.4) 的 系数 据 出 很 有 意义 
的 充分 条 件 ， 在 此 条 件 下 , 问题 (1.1.4),(1.1.5) 的 弱 解 具有 局 部 
Жан ЫШЫ. 

在 本 节 中 ,我 们 对 方程 的 系数 ,8 的 边界 及 函数 Tn e 导出 使 
弱 解 属于 某 Ca (QU 2) 类 的 条 件 。 我 们 将 利用 在 55 中 证 过 的 
弱 解 可 用 燃 贺 型 方程 (1.5.4) 的 解 当 s — 0 时 取 极 限 来 刻 划 这 样 的 
事实 .因此 ,为 了 证 明 弱 解 的 光滑 性 ,我 们 先 对 方程 (1.5.4) 的 解 建 
立 关于 e 的 一 致 估计 。 

引入 记号 


B.G) = сб) + + Mm 


-€-—» n (1.8.1) 
2 iz 


其 中 ，M 是 不 等 式 (1.7.1) 中 的 常数 , 它 与 系数 a* 的 二 阶 导数 有 
x. 
ЭНЕ 1.81 BUE a) 是 方程 
1.00) = вАш 十 atune, + btus + си == f, 在 9 内 《1.8.2) 
及 条 件 
“=g, ЕХЕ (1.8.3) 
的 解 ,其 中 ,在 OUS 内 c<0， 并 且 对 于 所 有 的 了 有 aigo, 
此 外 设 满足 下 面 的 条 件 : 
D 在 8 的 某 一 区 域内 , 系数 at. bt, GR f WT Cao) 
类 ; 8 RARER, us Є COQUE), u, € CH0), w € CO (a), 
妇 在 五 内 不 等 式 (17.1) 成 立 (特别 是 ;如 果 ассо, TE ОР 
系数 оче CaO) BAFRA Е, 49, 2 0， 则 此 不 等 式 总 


.73. 


RZ). 
3) 对 于 某 6 > 0， 在 集合 E 的 6 фи E 内 ,成 立 不 等 式 
sup В, < 0, 


rêna 
则 问题 (1.8.2), (1.8.3) 的 解 x.《x) 满足 估计 
max [атай и, |? < М. + max |grad s, |? (1.8.4) 


其 中 ,常数 Mi 与 6 无关, 而 o 是 % 的 边界 . 

证 明 因为 在 9U3 内 < < 0, 由 极 大 值 原 理 可 以 得 到 а, X: 
Ts 是 一 致 有 界 的 。 在 区 域 AGG = E По) 内 ,方程 (1.8.2) 
关于 s > 0 是 一 致 精 圆 型 的 , 即 在 “Gs 的 点 上 满足 不 等 式 


a EE > У) ER (1.8.3) 
ii 
其 中 , wm 为 与 8 无 关 的 正常 数 ， 在 区 域 G, 内 满足 条 件 
B, < о, < 0, e, = const (1.8.6) 


我 们 将 构造 一 个 满足 v 一 Р + Ca BD yi, КИН P! [атай и, |, 
而 C, 是 下 面 要 选取 的 正常 数 ， 

F х, TR CLE2) REDI us, ELI s 31 Ж m ЖП, НЕ] P 
方程 ,其 形式 为 


H ; 
2 АР — Quests 十 i аР, 


1 А ; 
+ç ФАР, + [m aus stus, + анан] 


+ Бина, + cP + esque, = tts, (1.8.7) 
TR u 满足 


F AC) + OMETOM 


+ сий? 一 Eustis — ГАС 
= fu “ m (1.8.8) 
ne 


EC.7 )RICIS.8) SUCHE BIET ”的 方程 


1 1 
z EAv 十 7 абозу 


1 
+ "n By, 十 сә 一 Бизин, 


+ [atins e tton, 十 аи цари Л D etia 
+ сине, 一 EC. 一 Cua usns, 
= fotr, + Cifu (1.8.9) 
如 果 "在 区 域 w 内 部 的 点 9, 上 达到 极 大 ， 风 在 此 点 上 Ae <0, 
ativas < 0 并 且 о = 0, «bii яти, ES ES 


IDE s Gra + =, 


成 立 , 其 中 ,M жалу. 根据 引 理 171, 有 
au, uei 2.5) (ааа < 0 
因此 ,在 ， 达 到 最 大 信 的 点 9, 上, 有。 - 


м” vd co d шй, 


i$ annee 


ГРН 2 713} 
+ t > les Pi + m LX. P 
= 
一 ын» + |С > (1.8.10) 


其 中 ç 一 cons > 0。 我 们 选取 常数 C, A ERAS exG; 的 
点 上 


—C,e + c + 2r + max У) |i] +m <o 


i 


如 果 Que wo\Gs， 那 么 , 由 干 这 样 选取 Co 从 (1.8.10) 可 以 得 到 


75. 


< M. 
其 中 ， 常 数 М, Ee XE. 如果 Q, € G,, BWA ЖЕЛ 
r0,2P3 83040 (18.0, SUI (1.8.10) 也 可 以 推 得 
e < Mi， 从 而 证 得 估计 (1.8.4). 
SI 182 假设 对 某 区 域 CO, 不 等 式 (1.7.1) 成 立 , 并 且 
Aat, bt, e 和 了 属于 Соо), EO с<0, Ф $ = G, 
t5)» s; BUB Leom, BOSOSTHERIIS <a, RER 


sup B; < 0 (1.8.11) 
Ena 


成 立 , 其 中 , E 是 集合 互 的 邻 域 ,而 且 
Bi 一 “十 i Mmi 


++ D e +14) 


++ > È ete, [4 z (1.812) 
最 后 的 和 式 以 

eX x, (k, D Gus sos G R) Ges) 
ЖЕЙ УЖА, HF mE CC), € CH Ga) 的 问题 《1.8.2)， 
(1.8.3) BUE a, 估计 


max p! <+ Ў) max, I< а (1.8.13) 


л 


Word P = Ds), Ds = (0/82, )- (0/05), М, Ж 
与 无关 的 常数 ,而 o 是 的 边界 . 

AS) 我 们 用 归纳 法 证 明 (1.8.13)。 对 于 a= 1， 这 个 不 等 
式 在 引 理 1.8.1 中 已 经 被 证 明 过 , 设 《1.8.13) 对 于 Ps 与 1< 


676, 


= < и DP RE ЗЛЕ (1.8.13) 对 于 hw 十 1 也 成 立 。 将 算 
T Dy 作用 于 方程 (1.8.2) 的 两 端 ， 并 且 用 Diu 匡 所 得 的 方程 ， 
再 对 所 有 可 能 的 5 一 G4，…… n). s 一 1,…,m Жї, ШР! Ж 
Жи, 的 所 有 1 阶 导数 的 平方 和 ， 由 此 我 们 得 到 下 面 关于 p 的 方 
程 : 


QU — s 21 Ds Dius 
ЕЛ 
laus ноев 
4 Fas LUE c 


一 > a* Ds Dy, 
u 


n 
+ У] ati Duss, Diu 
„ 


ЕИ! 
Ж 
ай EN Dg, e Dij 
T s ky 
Sp oum 
En 


1 


+ > > bt, Duis Ds 


т 21 
+ > Ози зи = 0 (1.8.14) 
H 
其 中 用 Rie ARAH 
1-1 


[Raul < K, 21 + K, 


я 
的 项 ,常数 Ku, K, 与 8 无关. 设 v = p^! Сре, 其 中 Ch 是 
常数 ,将 在 后 面 选取 ， 借 助 于 当 P RII 一 向 十 1 的 (1.8.14)， 
我 们 得 到 关于 ”的 方程 


1 : 
7 EAz + + a vL + i M + сә 


一 Che 2i D, арша 


n 


225 


一 D, uD, а 
m 


一 Cu „224% р; нарзан 


Sug 
— L3 + i 
n 
4 > Ds. NON + Qt 
fn 
An 


ki 
805 и 
+ [ > >. Рз вааз 


£ 1 
uH 


+c, SED, жш ин ] 
p 71 m 


An 


+ > эр, D. ur [= 0 (1.8.15) 
其 中 项 91 有 估计 
к Рак 
КК, K. 与 8 无 关 ， 显然 不 等 式 


D Ds жаен | < der GE, Раи 


E oy (1.8.16) 


成 立 ， 其 中 7 一 const > 0。 我 们 利用 引 理 17.1 来 估计 (1.8.167 
右 端 的 第 一 项 . 显然 


. 78 。 


> aÑ Dua Dajtin; 一 Dy aU Ds, npe Du tss, 
fa 


MA 
> x 2 Ds, as Dia 


21 
8I 


可 以 包含 相同 因子 Dai nues; 的 项 ， 但 不 多 于 mi 项 。 因此 根据 
(0.7.0, 有 


1 d . 
Mmi 22 УСУ Da aa 
"LOC 
a 


< У] оу uns Ds, us, (1.8.17) 
E 
我 们 利用 对 应 于 1 = до 和 1 一 十 1 以 及 7 分 别 等 于 1 和 2 的 
不 等 式 (1.8.16),《1.8.17) 来 估计 (1.8.15) 左 端 方 括号 内 的 项 . 
在 下 面 的 和 式 中 ,我 们 假定 G, Du (sos s), G, O9 
Gs), P < z. 那么 
ун! 


PERI 


Dni 


PPP 
pn Sa) эр P 


Am m 
«i E[E Жы ыр 


oam 


«Naso, eur ] 


pei 


最 后 的 和 式 可 写 为 形式 
AH m 


L >>> Јад ODs y sy 


2 fne) dn 


此 外 ,显然 有 估计 
*79, 


aye 


«L3X 5) MO, 


Pel 


dp? 


DEYO и? 


WER v оно & 上 取 到 它 的 最 大 值 ， 那 么 , M (1.8.15) 
和 上 面 所 得 的 估计 ,可 以 得 到 ,在 点 О, 上 有 


Mns Y 1), 4 co + v» 


1 
= 6, У] oË Dg и; иц 
2 "4 wo A Su 


m 
+> 2 Dra 
£cl 
"m 
+ УУУ QU 
Snnt 
нук! m 
iÈ > Do Uot e 1 D e» 
Smti Рът kiml ыт 


pr Арза КЕЕ pr) 


« 80 


жеу 0 


Hye 
+ 5) ИИ (ру O 
2 Ca A O w 
Кыт] 
+ eR; «yp ОР 20 (1.8.18) 
Бе: 


其 中 , r ЖЕЖЛИПЕЙ. WR О, 属于 w\E*， 则 对 于 充分 大 的 
С, 由 《1.8.18) 推 得 在 点 Q, 上 
r< Ma (1.8.19) 
其 中 ,常数 Maa 与 8 无 关 ， 但 是 如 果 Que Е*, WA, o ERU 
《1.8.11), 从 (1.8.18) 我 们 看 到 : 在 点 Q, 上 (1.8.19) 也 满足 ， 因 此 ， 
对 于 I= pn 十 1，(1.8.13) 成 立 ， 引 理 证 毕 . 
引 理 1.8.3 假设 mn У ОХНА К: 在 mm 的 邻 域 内 
8 = 0, 在 的 每 点 上 ,或 者 najt 或 者 8 < 0， 其 中 国 数 
8 是 由 (1.5.6) 定义 的 。 假设 0€ Ao 方程 (1.8.2) 的 系数 和 函数 
е0 ЕЎ, ЖН (1.8.2), (1.8.3) 的 解 x, 属于 С(0), 
并 在 a 的 点 上 有 连续 的 一 阶 导数 ,同时 在 上 с < 0, ВА 
max [grad a| < C, (1.8.20) 


其 中 常数 c, 与 s Ж, 

证 明 假设 点 号 属于 о. EA P 的 邻 域 内 引进 局 部 坐标 为， 
ts Ya, RAAE Р, 上 ,并 且 在 只 附近 , 由 (1.5.5) 给 定 的 曲面 3 
位 于 平面 y 一 0 k, 设 在 8 的 点 上 y. 0。 对 于 新 坐标 ,方程 
《1.8.2) 取 形式 

1.(и) = sutuy + взш, + any s, 

+ Buy си =} (1.821) 
根据 假设 ;在 的 点 上 或 者 er > 0 或 者 в" < 0, Uk DOs 
y。-,) 是 光滑 函数 : SEX ZEE B BE TE P BJ 28 (8 充分 小 ) 邻 域 的 
虚 集 上 , ЛЕР, BJ 8/2 令 域 内 $ = 1, MEP, W ë SIR Ф — 0, 
同时 ossi, EAKR Qoll «y. фр 内 ， 考 虑 函数 
w= ero 我 们 有 


m 


Lalu) = eren | УУ (eti pry, + ep a) 


ГЕРН 


m-i 
+ epr — 2 > ERFT Epy, 


k= 


1 


+ У) GU rase, a rid) 


him 


m 
十 am? — 2 alte. 
k= 


m-i 
+ s 21 virrpy — suny 


= 
mi 

TOM rU, ET + с ] (1.8.22) 
k= 


因为 在 wt 的 每 点 上 ， 对 于 充分 小 的 5 Mr, RA a” > 0， 或 
者 m0. 容易 看 出 ,当选 取 7 充分 小 而 7 充分 大 时 ,在 Оз 内 
有 L,Go) > max|fi， 在 这 过 程 中 ，r 和 ?7 可 以 选取 与 无关. 
此 函数 v4 一 wu. 只 能 在 Qu. 的 边界 上 取 到 正 的 极 大 ， 在 2 
的 点 上 ,vt = e^, ТЕ Qu 的 边界 的 其 余部 分 ws = ltu, 由 
于 心 关于 日 一 致 有 界 ,因此 我 们 可 以 到 常数 了 充分 大 ,使 得 er > 
1 + max |a, |, 这 表示 函数 v4 E PHI 0/2 BRAGE Ф = 1) 


的 点 上 当 y, = 0 时 到 到 正 的 最 大 值 。 因 此 在 这 些 点 上 
Cis < 0, |us,| Rem 

因为 对 于 jm 有 wy; 一 0， 所 以 从 对 wes, 所 得 的 估计 推 得 引 
理 的 论断 . 

引 理 1.8.4 4o 是 上 这 样 的 闭 点 集 ， 在 a 的 邻 域内 8 一 
0、。 在 的 每 点 上 atinan 去 0。 假设 Oc 9+0, 方程 (1.8.2) 的 
系数 和 函数 了 属于 Co (90), „1, z 是 有 界 函数 ,， 并且 问题 
(1.8.2), (1.8.3) RUE v, Co) 属于 CHO) BE ОПЕ WAE, 
由 《1.8.12) 定 义 的 函数 Bi 当 га 时 是 负 的 。 最 后 , 假设 对 于 区 

9 825 


j 0, (171), Жи О F < < 0， 那 么 ,对 于 Dea. ER 
doi 


P< M, + Ci max (1.8.23) 
Я 


其 中 ,常数 Mi Ci 仅 依赖 于 max |а] 和 max Pr & 1— 15 


PX). 

证 明 因为 在 QUE 内 “ < 0， 我 们 知道 u 是 关于 8 一 至 
有 界 . 对 于 a 1, 常数 С, — 0 的 不 等 式 (1.8.23) 在 引 理 1.8.3 中 
已 经 证 明 过 ， 我 们 现在 对 于 * = 2E (1.8.23), HT e> 2E 
明 可 以 类 似 进 行 ， 假设 点 只 属于 s. 在 点 只 的 邻 域 内 引进 局 部 
坐标 yo tts Ym 使 得 wm 位 于 平面 Y» = 0 内 ,而 在 8 的 点 上 
ya > 0， 在 区 域 0,10 < Yn < кф/т} RABAR w=e mn, 
其 中 HOr ts Ywa) 是 在 证 明 引 理 1.8.3 时 定义 的 函数 ,而 Y 和 
都 是 常数 。 令 К, = пако, „|00,1. 选取 = 充分 大 ,使 得 不 等 


R et > 1 + K, 成 立 . 在 坐标 加,…*，7m 中 ,对 于 7 了 之 7， 有 


mt 
Lw) 一 ime eamm — 28 $3 a" riy, 


e 
+e > Cir byaps, + aedy) 
xS 


т-1 


— ev" + в Ук, + amy? 
k-t 


9-1 яса 
_ p? a yis + 之 oM s s фу, 
1 Sm 


m-1 


+ У epr — В" 
A j=l 
En 
OY 6 e] 2 ат? 


k=, 


3+ 


其 中 六 是 充分 大 的 数 ，m > 0， 而 且 a 和 7。 都 与 8 无 关 . 
假设 est т, X) у, 微分 (1.8.21), 得 到 
LG) = f, — уру — BL 
一 вину — evh ty, — ev (1.8.24) 
根据 2 一 2 的 不 等 式 (1.8.13)( 在 8NE* 上 ,对 :一 1,2 的 B,<0 
的 条 件 下 的 引 理 1.8.2, 已 经 证 明了 这 个 不 等 式 )， 从 (1.8.24) 推 
得 
0. )] < K, + K, Мак 
其 中 , 正 的 常数 К, 和 К, 依赖 于 max Р, 4 
т = Ta + Cs Ca + K, v max уу” 
考虑 函数 v3 一 odu, роет, 显然 ,在 Q, 内 有 
(еш) 2 ay — (K, + Ko max P) > 0 


因为 在 QUE 内 。 < 0， 由 极 大 全 和 原理, 函数 vi 在 О, 的 边界 上 
取 正 的 最 大 值 ， 在 $ 一 1 的 那 部 分 边界 上 e, = e, 而 在 位 于 平 
ШЇ ym = 0 的 其 余 边 界 上 vs e. БЫ МИЙ к, 使 得 对 

Уһ = ГҮ, 


满足 不 等 式 
01 + max [u] <1 + K, < e° 
^ 


因此 vs E = 1 ул = 6 上 取 正 的 最 大 值 ， 从 而 在 点 Ph 上 有 
(4s, 0 和 |а| < res 

因为 在 点 PL 上 a” 0, HAM (1.8.21) 推 得 ,在 P 上 

m-1 


Тан < K, + K, >, Тн „| < K, + Куу 


其 中 ,常数 K,, K, 和 K, 依赖 于 max P. ЕНЕНЕ У, 我 
们 得 到 在 点 PL 上 所 要 证 明 的 不 等 式 
P! < Ms Co max É 


84» 


对 于 ! 2, 用 园 样 方法 可 以 得 到 估计 (1.8.23)。 我们 首先 在 
点 如 估计 仅 含 关于 y, 微分 的 1 阶 导 数 , 然后 利用 方程 (1.8.2) 和 
EAF ny 2 微分 所 得 的 方程 , 求 出 其 余 的 1 阶 导数 估计 ， 从 
而 引 理 证 毕 ， 

引 理 1.8.1 和 1.8.4 的 一 个 简单 推论 是 关于 (1.1.4)，《1.1.5) 的 
广义 解 存在 一 阶 有 界 导 数 的 定理 ， 

注 1 在 引 理 1.8.4 的 条 件 下 ,对 于 Su, TRIER 


Р! & М + Ci | ma P! 
£i 


在 集合 mm 的 每 点 上 都 成 立 ， 其 中 Q, 是 a 的 某 邻 域 ， M URL C; Ж 
MUT maxo |us| 及 тако, P”, vei — 1. 后 面 在 证 明定 理 1.8.3 


一 1.8.8 时 , 我们 将 用 到 这 个 附注 。 


定理 181 假设 区 域 Q 的 边界 卫 是 这 样 的 ， 束 JU 豆 SEU 
х 没有 公共 点 并 且 Qe Aa, 假设 在 BUX, 上 g= 0. 此外， 
设 满足 下 列 条 件 : 

1) 方程 (1.1.4) 的 系数 和 函数 f 属于 Ca (OU G,,) RGR 
8,7 0), 其 中 G, 是 集合 ZU, й а, DRTE QUG, 内 ,对 
于 所 有 的 有 WEE > 0. 

2) 对 于 某 8 > 0, 不 等 式 


sp Bi<0 
Face, 


成 立 ,其 中 E? 是 delat] = 0 的 点 集 的 5 4638. 

3) 在 吕 的 点 上 ,《1.5.6) 定 义 的 函数 8 是 负 的 ,在 OU Ga, 中 
c < 0, 并 且 定 理 1.6.2 关于 弱 解 唯一 性 的 假设 是 满足 的 。 

4) 在 QU Ga 的 点 上 不 等 式 (1.7.1) 成 立 , (RE 4) 可 以 用 
要 求 在 召 的 某 邻 域内 ati € Cw 且 对 于 所 有 的 有 аек 0 
REO 

那么 ， 问题 (1.1.4), (1.1.5) 的 弱 解 在 豆 中 满足 Lipschitz Ж 
B. 

证 明 我 们 考虑 一 个 这 样 的 区 域 Q. QCCQU Gs), ВЕ a 


(de 


包含 LULUS, RO. WARGA MBA XU. 假设 © 
Ела # 9 内 考虑 方程 

Ebu + aAu + 10и) = f (1.8.25) 
Жир, aG) 是 这 样 的 光滑 函数 ， AOA -a= 0, 而 在 0\0 内 
[EIE 假设 函数 w 是 满足 条 件 

us, = 0 (1.8.26) 

的 方程 (1.8.25) 的 解 。 因 为 在 S, 上 ,或 者 ang + ann >£ 0 BR 
者 8-00, 从 引 理 18.3.30 1.8.1 推 得 : 函数 GO 的 一 阶 导数 在 
0, 内 关于 一 致 有 界 。 象 证 明定 理 1.5.1 时 所 指出 的 那样 ， 当 。 
一 9 时 ,函数 wx) 收敛 于 弱 解 x(*)， 对 于 在 SN3; 上 等 于 0 的 任 
BAR v € CAA), иб) 满足 积分 恒等式 


Í. A(ar)ud + |, L*(o)ud 


- NT | (1.827) 


容易 证 明 , w(x) 也是 区 域 Q 内 问题 (1.1.4)，(1.1.5)( 但 在 XU X, 
上 g 0) 的 弱 解 ,部 对 于 在 XUI 上 等 于 0 的 且 在 C38) 中 
的 任意 函数 v. 积分 恒等式 


n L*(v)uds = j. fvdx (1.8.28) 


йу. А (1827) 推 得 对 于 在 马上 和 QNO 内 等 于 0 的 5 
(д) 中 的 任意 函数 o, 积分 恒等式 《1.8.28) 成 立 ， WE v 是 在 XU 
互 上 等 于 0 的 СОСО) 中 的 任意 函数 。 那么 ,在 (1.8.28) 中 , 我 们 
MAR np 代替 v), 其 中 函数 p EARTH, E хох, 的 5 
PRM Оле 内 = 0, 而 在 集合 XU BU 26 邻 域外 的 9 的 点 
E p 一 1 R 0<ф 才 1， 我 们 还 假设 对 于 局 部 坐标 Yun 
Im Ф 仅 与 y 有 关 , 并 且 
lez] = 06879), Pinn] = 00 


我 们 有 
» L*Co)q'udx + j, CE) — C'g)vudx 


* 86 ， 


4 2| otl - n mom (1.829) 


我 们 证 明 ， 当 5 一 0 时 后 面 这 个 等 式 就 化 为 (1.8.28)( 取 函数 “一 
mm)， 为 此 只 需 证 明 (1.8.29) 左 端的 最 后 两 个 积分 当 5 — o 时 趋 于 
о. 显然 , 这 两 个 积分 是 在 hs 上 求 积 的 ,其 中 hs 表示 XU 2, 的 
28 令 域 ,在 bs 内 pi 和 ph; 可 能 不 为 0， 对 这 些 积分 ,利用 局 部 
ABER Yu tts ym 使 边界 LUD 展 成 平面 y, = 0, 0 e! 仅 与 
3» 有 关 , 所 以 这 些 积 分 有 形式 


I (o "gi, s, + BUS, JoankG7 
" 


+ {, aad ss und Y (1.8.30) 
„ 


其 中 ,在 驴 的 内 点 上 ，cr" = o0(P), #*” = 0, ifi к ERARE 

数 ， 由 假设 ， 在 Z ОДА vi 一 0， 因 为 区 域 hs 的 测度 是 5 阶 ， 

显然 可 以 推 得 ， 当 5 ->0 时 ,积分 (1.8.30) 趋 于 0。 定 理 证 毕 ， 
定理 182 Hit: 

1) 对 区 域 9 的 边界 I, ЖА Z, E. XUI 两 两 不 相交 ， 
Qc 402; 在 UR Lg — 0. 

2) 对 于 某 8070, 方程 (1.1.4) 的 系数 和 函数 了 在 QU С, 内 
属于 Con 类 ,而 在 Сї, 内 属于 Cony 类 ， 这 里 С 是 XUXG A 
邻 域 , G3 是 马 的 3 邻 域 ; 在 QU GU G3 内, 对 于 任意 的 5 和 
22 F SEE > 0, 

3) 对 于 基 8 > 0， 不 等 式 


sp Bi<0 
inavel uel) ' (1.8.31) 


Ж dba. 

4) 在 区 域 QU GU С, 内 , 不 等 式 (1.7.1) 成 立 ,或 者 在 9 的 
某 邻 域内 ok Co H айы 2 0; 同时 在 QU GIU G 内 < 
0. 

5) 定理 1.6.2 的 假设 成 立 . 

那么 ,问题 (1.1.4),《1.1.5) 的 弱 解 n(x) 属于 Co CO). 


USD 


证 明 ”考虑 一 个 区 域 9， 使 得 QC(9UG5U G4), ЖЕ © 
包含 ZUXUAUO, 而 A 的 边界 ( 记 为 8) UR In 假设 AE 
hasa 

EKR О, 内 作 函 数 w。 使 得 L(o)— 1 连同 其 直到 a — 1 
阶 的 导数 在 Z, 上 都 为 0 我们 先 在 N WA RERA P 的 邻 城 
内 局 部 地 构造 wm。 为 此 ， 在 点 已 的 邻 域内 引进 局 部 坐标 ass 
X. BR Z. 的 边界 位 于 平面 y。 0 内 。 在 此 邻 域内 对 于 新 举 
标 ,方程 (1.1.4) 取 形式 

L(u) = «Чи, + Ву, 十 си =a f (1.8.32) 
ERHALE BA c" 一 0， 而 由 条 件 2)， 对 于 一 1 т, 
топ k= mE aj 0, 而且 оз = 0, [i b = В" — 0 
8”<0, BEERE # 一 0。 从 (1.8.32) 和 它 关 于 ym 微分 后 所 
得 到 的 方程 ,在 5, 上 我 们 可 以 得 到 “关于 yw 的 直到 上 阶 的 导数 。 
ЖЕР, ШАБИ, RMOD у 的 产 次 多 项 式 ， 使 得 在 R E 
重合 并 且 其 所 有 直到 上 阶 的 导数 也 与 的 同 阶 导数 重合 .显然 
100) 一 二 于 ,其 中 E= 00у.) HETET Со 类 . 

为 了 在 整个 9, 内 构造 函数 v, 我 们 用 区 域 oG = 1,6-5, №) 
来 履 盖 区 域 A, 使 得 : 如 果 o; 包含 下 的 点 , 则 在 区 域 o, 内 可 以 
引用 局 部 坐标 > 并 且 可 以 象 上 面 在 点 只 的 邻 域内 构造 函数 那样 来 
定义 函数 _w;， 而 在 那些 不 合 的 点 的 区 域 o 内 令 w; 0. ËB 
设 (s) 是 对 应 于 用 区 域 o, 覆盖 区 域 恕 的 一 个 单位 分 解 (参看 第 
29081), 那么 定义 在 如 内 的 函数 w= 对 ui 满足 所 要 求 的 
条 件 .事实 上 ,在 兄 的 邻 域内 有 (о) — f= 0005), AHER 
个 会 如 的 点 的 区 域 的 交集 内 ,函数 wi 仅仅 差 一 个 这 样 的 函数 ， 
它 连 同 其 直到 4 阶 的 导数 在 X, LRA 0. 我 们 可 以 假设 o; 仅仅 
包含 集合 х, RUR 或 吉之 一 的 点 ， 在 О, ЖАШИК] = 一 
L(u). " 显然 ,了 及 其 直到 „—1 阶 的 导数 在 二 上 均 为 0, ЖЕ 
属于 С.(0). EKR О, 内 考虑 方程 

Ls) = Ан + aAu + LCa) = fi (1.8.33) 
Joh, Bu accu (0), ЖО р а = 0, Æ QNO A a 0, 


в== соп: > 0， 并 且 在 边界 包含 х, BAS ОДО 内 fim 0, 而 
在 区 域 O 的 其 余部 分 太一 ?显然 he Co XG). ERR 0, N, 
我 们 考 虐 在 边界 5, 上 满足 条 件 

uls 0 (1.834) 
的 方程 (1.8.33) 的 解 w(x)。 出 于 在 边界 S 的 所 有 点 都 满足 不 等 
式 


ата, + апт > 0 
因此 根据 定理 和 引 理 1.8.2，1.8.4 的 假设 , 可 以 断定 解 u 在 Q, 内 
有 直到 “ 阶 的 导数 ， 它 们 是 关于 е 一 致 有 办 的 因此 ， 当 8 一 0 
Bb. BGR и. (к) — 009), ВАХ ZG € ClO), 200) 在 9 内 满 
EDE 100) = t, 3 B x, E g = 0. 

我 们 将 证 明 ; 16, Е —0. 在 Q\9 内 的 边界 包含 五 的 

点 的 那些 区 域 中 函数 x) 满足 方程 

aA + (ау = 0 
MEZES 上 等 于 0。 因为 区 域 9 的 X, 点 集 是 对 区 域 ОАО 的 
型 点 集 , 所 以 根据 唯一 性 定理 1.6.2， 在 这 些 区 域内 2 = 0, BD 
Ж >, ЕБ й=0. 从 而 s= ë + w 是 问题 《1.1.4), (1.1.5) 的 解 ， 
而 且 属 于 C. (O) Ж, 定理 证 毕 . 

从 下 面 引 自 [64] 的 例 于 表明 ,定理 1.8.2 中 关于 方程 (1.1.4) 的 
系数 可 以 延 拓 到 2, 的 邻 域内 并 且 保 持 光 滑 性 和 二 次 型 W; 的 
非 负 性 的 条 件 2) EARD. 

函数 и y'en Ey AKEL, 1] 上 满足 方程 

Jus, + (1 — 1)u, — (1 +7 + ру)ри = 0 (1.835) 
其 中 v, o 是 正 的 常数 ,方程 的 系数 无 穷 次 可 微 , 区 域 9{0 < у 
<1} 的 边界 点 ? = 0 属于 У, MA- ARAY = 1AF D. uU 
然 ,对 于 充分 大 的 p, (1.8.35) 中 的 系数 为 负 的 ,并 且 其 绝对 值 充 
分 大 ,但 是 ,如 果 v < py， 而 且 + 不 是 整数 , 则 x 只 有 不 高 于 [>] 
阶 的 有 界 导数 ,其 中 [r] 是 > 的 整数 部 分 ， 

显然 ,方程 (1.8.35) 不 可 能 延 拓 到 点 y = o 的 邻 域 而 且 保 持 二 
阶 导数 的 系数 的 光滑 性 和 非 负 性 ， 对 于 这 个 方程 ， 不 等 式 (1.7.1) 


* 89 + 


是 不 满足 的 ， 

下 面 的 例子 表明 ,定理 182 中 的 集合 f 2, 和 LUS W 
两 不 相交 的 条 件 周 样 是 本 质 的 . 

ЖЕ Go яз) 平面 上 ,在 圆 d En 1 f = 4 之 间 转 
成 的 区 域 9 内 ,考虑 方程 
PELLI с = const < 0 (1.8.36) 


x; 


点 (一 2, 0), C71, 0), (1, 0) 802, ORF 5, HF 2 0 的 图 
SK а 1 ЖЫЗ xo 0 А q+ 4 都 属于 Xe 
而 边界 的 其 余部 分 属于 X. X CRUIEUE RUBUS 
«c0, RUP x< 0 (E itel E) 
uc—1, WT nc 0 GE xb d = E) 
显然 ,这 个 问题 的 弱 解 当 х›< 0 时 沿 直线 n= 18034 x, > 0] 
BÉR x = 一 1 产生 间断 。 
` 我 们 注意 到 ,如 果 满 足 引 理 1.51 HERR, 3E ELDCIR о 8915 
AFAA, NE = 8 叉车 唯一 性 定理 1.62 的 假设 也 成 立 ， 
那么 《1.1.4)，(1.1.5) 的 弱 解 在 "内 满足 Lipschitz 条 件 。 完 全 同 
Ж, ОПЕ = 人， 并 且 对 于 的 邻 域 满足 引 理 1.82 的 假设 ， 
则 从 引 理 1.8.2 可 以 推 得 问题 (1.1.4),《1.1.5) 的 弱 解 在 人 中 属于 
Со 35. 
WR e —c < 0, 其 中 常数 co 充分 大 并 且 依赖 于 a, 那么 
定理 18.1 和 1.8.2 中 关于 在 део 一 0 的 点 集 的 邻 域内 B,<0 
(EFIS н) 的 假设 总 是 成 立 的 。 下 面 的 例子 则 说 明了 这 个 假设 


是 必要 的 。 函 数 “= (а> 0, a— [a] 70, 5) а) E 
k=1 
方程 为 
L(s) = Аи — [am + «(а — 2)]u = 0 
而 且 在 马上 и 1 的 问题 (1.1.4),《1.1.5) 在 区 域 9{r < 1) 内 
的 一 个 弱 解 。 这 个 例子 表明 ,对 于 具有 解析 系数 ,解析 函数 上 和 任 


90. 


意 大 常 数 co 的 方程 L) = 0 ЕЙ Eb УТ > RO AREE RR ЯУ 
的 ,而 且 只 可 能 有 有 限 险 有 界 导 数 的 弱 解 . 

现在 考察 这 样 的 问题 ; 方程 L(x) 一 和 边界 在 什么 条 件 
下 ,边界 某 揣 上 的 边界 函数 e 才 真 的 不 影响 (1.1.4),(1.1.5) 的 解 在 
内 点 的 光滑 性 ? 

对 于 引 理 L82, 特别 是 ， 当 方程 LCw) 一 /在 边界 的 邻 域内 
是 杖 加 型 的 而 且 с < — о < 0, E delati m 0 的 点 上 co 充分 
大 ,能 推 得 上 面 的 结论 是 正确 的 。 

引 理 1.85 假设 函数 и, C) 在 区 域内 满足 方程 

sAu + L(u) = f 
其 中 ,。 是 边界 上 点 的 某 邻 域 与 2 的 交集 ， 假设 在 局 部 坐标 7， 
s Ys 中 ,这 个 方程 取 形式 
L((u) — Liu) + си = f (18:37) 


其 中 
Lio) = spa, + вау, + aus e 


nM E E; 2 mo У Eks ро = const > 0, ab E; > 0 
k=1 


《假设 边界 位 于 平面 ye 0 内 ,并 且 对 于 9 内 的 点 y, > 0, ) 
假设 nC) € CH), 在 wo 内 Tau] < Ко, 其 中 Ks 是 常数 ,而 
B (1.8.37) 的 系数 和 函数 了 属于 Собо) Ж, m 1， 假 设 对 于 
ЖЕШ K, 下 面条 件 之 一 成 立 : 
D 在 w 的 点 上 二 次 形式 gg 满足 《1.7.1)、 ПА ор 
对 于 某 к®2 或 上 一 0 和 任意 的 v < z, 成 者 
—у„8" + [(4m* — 1)(к + 2») + 2]o7" < Ky» (1.838) 


或 者 
att > Ka” $ E) s 
#4=1 


— ya" < Kio?" + у) (1.8.39) 
2) 在 @ 的 点 上 ,形式 Улак, 满足 (1.7.1), 并 且 对 于 “之 2 


EN 


或 上 一 0 和 任意 的 > < z, 或 者 
一 op" + Кат? — 1)(z + 2v) + 2]a7" 
+ 2(к + 25) M y, < Куул (1.8.40) 
或 者 


ЗУБ > Kyo Уу Eh 


E 
—JY48" + 2(к + 2») I May, 
= K(a"" + y2) (1.8.41) 
在 "内 处处 成 立 ， 这 里 常数 М, (1.1.4) 的 系数 确定 ， 
M, = M. + 7 max [7] ` m”, 
其 中 M. Тау 及 РК 52 т), 而 且 v — const > 1, 


假设 P = POS) $ (а, я), mium 


ЕЛ 


8 8 ` 
Dy = en Te 一 > Случі, 
MO 3 “zs gi Cnt 


那么 在 的 点 上 ,对 于 > < 上 和 与 无 关 的 某 正 常数 C, 函数 VT 
满足 不 等 式 


T LX) + G + MDV” + Ern 


` 
= = У C; PIGH sp) Deus gy, 


т E] 
> —šË, (1.8.42) 
其 中 a, Е, M 若是 与 8 无 关 的 正常 数 ， 而 且 М, 是 由 系数 >, 
外 以 及 它们 的 一 阶 , 二 阶 和 导数 所 确定 ， . 
证 明 用 归纳 法 证 明 不 等 式 《1.8.42)， 首先 对 v 一 1 证 明 
(1.8.42). 
RE у, (1.8.37), ЕЯ э, 然后 对 * 求 和 ,我 们 就 得 到 


P= У) mu 


. 92» 


i LA?) 十 cP + 1—аби sts, + айнур] 


+ ef— ptits sts + Bs + Blogs, 

+ cy uy, 十 EVI tyy, m ity, (1.843) 
由 于 二 次 形式 utk E; 是 正定 的 ,从 而 推 得 

Loy y | Sonn, уну, 十 RPs Yo = const < 1 

我 们 用 R; 表示 与 e 无 关 的 常数 . 如 果 在 上 内 对 于 形式 WEE, 
(1.7.3) 成 立 ， 那 么 我 们 可 以 用 完全 同样 的 方法 来 估计 形式 为 
ainsi, ny, 的 各 个 项 .对 于 满足 条 件 2) 的 情况 ,关于 形式 uet, 
不 等 式 (1.7.1) 成 立 。 这 就 推 得 不 等 式 


sellis < Motu, „ш, sm 


9h lali ass P < Каки н, + Y (aspis 
y = const > 1 
考虑 最 后 的 不 等 式 并 利用 (1.8.37), 得 到 
152 isl 


<>. [R.(y,etiuy ушу s Y eas |1,1 
p eri Lu 


= 
< v Lou, ушу, + Баур 
Ye (uH usu, 十 Duy) + REP + yíRSP + F 
Hh y, = const < 1, R, [t5 at 有 关 ，Re Ym - max” | + R,, 
而 К, 依赖 于 B = m). 
因此 ,用 ya 薪 以 (1.8.43), 并 且 利用 上 面 所 得 到 的 不 等 式 (对 
于 充分 小 的 7。 和 v) 来 估计 方 括号 内 的 各 项 ， 我 们 得 到 下 面 关于 
平一 和 + p 的 关系 式 : 


+ LICE) + (e + Mid! 一 ayh Cat + ep" уи, нуы 


T 


— LG + 206° + amy 


_ + (o? + вр") (е + 2)(к + 1)y59t 
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— (s + 2)yz акру, — (x + Denya py, 
+ УЯН, + ROP + Reynt 
= – Е, (1.8.44) 
其 中 ,如 果 引 理 的 条 件 1) 满 足 , 则 R + Re 0; 这 里 ,常数 a 与 
无关; 且 0 acl 
从 (1.7.9) 容 易 看 出 
yz" s + 2)|ot",| == 206 + 2)? oiu, ins | 
vsu, ушу vy + Yo" "phy, (1.8.45) 
其 中 正常 数 vam 1, n> 2e + 22 ` m, 
用 同样 的 方法 ,得 到 
(x 29m" ту vs | 
< TEY uu y ty y, + sy mays p. (1.8.46) 
考虑 到 (1.8.45),(1'8.46), 并 且 取 v, < в, 由 (1.8.44) 得 到 


FLU) + G + M) - 
一 «xs (ви + au, yty y 
一 ?中 ЕС + ev")(s + 2) — R, — R, lr 
*[( 7626 + 1))G +в”) 
+ E Yab 2 — Rs (1347) 


Rh, am const > 0。 容易 看 出 ,对 于 4 — 91622). 有 
F LG) — Уа + si Dess, + (е + MR 


— Zeya (a^^ + epè )uny, > — Ra 
因为 按照 (1.7.9), 对 于 之 2, 有 
уал" + euh )ин,,| 
«узун (а"" + eu" eat + eph унш, + Ru 
取 常 数 7; 充分 小 ,得 到 


94+ 


ane 


i LICG) 一 ato! + ept ун, шу, 


+G + MDP > — Rs (1.8.48) 
从 (1.8.47) 和 (1.8.48), 我 们 推出 一 个 关于 V 的 不 等 式 


guo + (ç + MOV! — а Сак + ept Yusi 
+ yR (вн 十 а/ш, уну} 
n [5 + (= -Het n6 D)e” |Р 
А 1 "E 
* АБЕ os) 
4 (v. _ HS +2)G + D)e” 
+ (R+ Rdn] PER. (1.849) 


PEE MECLS.38), (18.39) RIAMECLA 40), (18.41) E BES 
数 Co 充分 大 ,我 们 从 (1.8.49), 得 到 


i LA) + Cc + MV! аз [Соу (о + вн унуш, 


+ у "(вн + ай)иу vus] o— Rs (1850) 
进一步 假设 对 于 某 v < wy 2 1) 《1.8.42) 成 立 ,完全 象 推导 
《1.8.50) 那 样 ,我 们 推 得 (1.8.427? 对 于 > + 1 也 成 立 ， 从 而 引 理 证 
毕 。 
#2. 假定 用 下 面 的 假设 来 代替 引 理 18.5 的 条 件 17 和 2); 
3) 对 于 二 次 形式 WEE 或 улоо, Б 成 立 不 等 式 《1.7.1)， 
并 且 在 @ 内 


. agg; > Ko" > Ы foam > Koh (1851) 
j=1 


Жир, + АР. PANTEA 


„эз. 


y’ = > Cy pt 
Г 


成 立 形 如 (1.8.42) 的 不 等 式 ， 这 个 论断 的 证 明 类 似 于 引 理 1.8.5 的 
TER, 
定理 183 ”假设 区 域 9 的 边界 了 由 两 个 不 相交 的 闭 集 和 
AS 组 成 (它们 之 间 的 任 一 个 可 以 是 空 集 )。 假 设 对 于 充分 小 的 
8， 定 理 1.8.2 中 关于 边界 XXE EKR ONG. 内 方程 (1.1.4) 的 
系数 以 及 函数 f 和 e 的 假设 都 成 立 ( 其 中 Gs 是 集合 X 的 5 邻 
域 ); 并 且 假 设 Gy 可 以 用 有 限 个 区 域 {8;} 覆盖 ,使 得 在 每 个 区 域 
w= NA 内 , 引 理 1.8.5 关于 系数 ce 和 外 的 假设 成 立 ， 最 后 还 
假设 函数 & 在 马上 有 界 ，c: < 一 co 过 9， 而 且 常 数 co 充分 大 并 
依赖 于 a* 及 px， 那么 ,对 于 和 任意 的 8 > 0， 问题 (1.1.4), (1.1.5) 
的 广义 解 属于 CoX(QNG2), ЖАИ 
> о" У (Ds) < С, (1.8.52) 


1-9 [Л 
成 立 , 其 中 С, = cont, p 是 点 * 到 边界 2 ЈЕ, e 2 po 
一 0. 

证 明 假设 Q, 是 这 样 的 区 域 : 229，2Qu2(ZNZDn(ZU 
XUI), KR O, 的 边界 SE BUX, ЖА 0,6499, Xu 
方程 


L.G) = &A« + a) Au + (и) = fis # O A (1.8.53) 
具有 条 件 
s= gu, fE S Ë (1.8.54) 
ВОВЕ к. GO , 其 中 在 SAX! 上 z, = 0, TE Z' E ge EIRT R 
n-»90 时 ,在 LX《Z') 中 geg, 而且 gs 关于 * 一致 有 界 ; ale) 
€ Co(Q), 在 0 内 а = 0, dE QAQ VG a > 0。 完 全 象 在 证 明 
定理 1.8.2 那样 ,由 通 数 了 构造 出 函数 和， 我 们 可 以 假设 在 (2) 
П2, 的 一 个 邻 域外 А = f. 
АХ OG =l, N) 和 070 = NE 1, VN) X 
BO. MAER (o), jm 1, М» 组 成 对 应 于 的 覆盖 的 单 
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位 分 解 ,我 们 可 以 假设 区 域 07 不 包含 的 点 ,在 每 个 区 域 о; 一 
ОПО 内 考虑 在 引 理 1.8.5 中 所 做 的 函数 Vi,» < и, (ШТЕЙ 


опо, 内 , 令 Vi У, OPE Pm s Озь), Ci 


是 将 在 下 面 选取 的 正常 数 . 
考虑 定义 在 0, 内 的 函数 
Wr S vus v< 
j=0 


用 证 明 引 理 1.8.2 那样 的 方法 , 我 们 得 到 在 区 域 2; 内 ,函数 VT I 
足 关 系 式 


B LVD + i sGOAV] + Cc + МӘР EVT’ 


, 
-m A с. > (af 十 89) Ds Diyus, 
z т 


> Ё, (1.8.55) 

其 中 M, E, а, Ё,, С, RES 8 无 关 的 正常 数 ,并 且 当 ne 
W бе = 0, 当 大 一 时 ət = 1, 

用 iG m 1, N) 乘 关 系 式 (1.8.42)， 而 且 对 于 了 从 1 至 

NAEM pi (1.8.55), EAT iN + 1 至 Ne 求 和 ,得 到 


Ne 
> i LLT) + 4a GOAYT] + Ce + MDM” 


fe 
No B 
+ Еу” — D, apt > —R, (1.8.56) 


FEII 


其 中 ,对 于 j—1.0 5. N. Ж ОПО 内 ,有 
ima 


* 
w= X yi" c, У) (at + мушу Diis, 
E] 


而 对 于 МА 1,055, Nos Omne 内 
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-5 с, > [CE Data, 


用 к, жи є EARRA. 容易 看 出 
рэ LTD = LP) 一 > [vm] 


ie 


一 2 > (et + & P) VY is, 
= 


" 
—2 >) GE гак) dis, (1.8.57) 


P*NY 
我 们 来 估计 (1.8.57) 的 后 面 三 项 ,显然 
IGO < RW” 
因为 对 于 ktm 和 jm durs М, 
Vp, Ў Cop, 


1-8 


一 > КОЛУ 


名 
Vh, = 21 DC" Рин, 
上 1-6 l 
+ CCA + куур] 
对 于 1 < PN 下 面 的 不 等 式 成 立 
СДО 
EIE Ў) c (e + ssh) CU + yl, 


mr] 


+ > тушса“ + su Юрт, 


mr] 


"537 lo + вре) ффь, pr yE p! (1.8.58) 


1л 
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函数 Ф; 非 负 , 因 此 很 据 (1.7.2) 有 Idil S R$is К от, 
由 此 推 得 (1.8.58) 的 最 后 一 项 不 超过 RAV, 
对 于 充分 小 的 7，(1.8.58) 右 端 的 第 二 项 不 超过 афу. nA 


在 区 域 9; 几 2。 内 ,成立 不 等 式 gk > Kan" D, El, MRN 
k=1 
可 以 利用 (1.7.10) 来 估计 (1.8.58 ) 右 端的 第 一 项 。 因 此 我 们 得 到 


А 
У) Сиот + yit реф 


теп 


< > C 1e / бф уы, QI + eyes 


1-5 


< X RC, Ма" / 21 + yup 


1-8 


< >; {Crony phy, + RC ell 
= 


< X>) Cvannygt-nnpip! + RW (1.8.59) 


fa 
Жир, o, 是 在 0; 内 有 支 集 的 前 数 ,09; < 1, MEE d = 039 
AE фт = 1, 
用 同样 的 方法 , 我 们 得 到 
| Cie (21 + ky P pil 
L Crea" nyQ7rdp! eR" (1.8.60) 
如 果 在 ОП 9。 内 (1.8.38) 或 (1.8.40) 成 立 , 从 而 在 对 上 an" = 0 
和 et 一 4， 则 我 们 利用 关系 式 
Ci la" (21 + KYY P bival 
< R Cyh ip! < RoW” 
来 估计 《1.5.58) 右 端 的 第 一 项 。 对 于 (1.8.57) 的 最 后 一 项 ,我 们 有 
估计 
Mat 十 B8% YV isl 
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< Ry, >; Cat + 680) ф, аф," 
Im 


» 
+ v>; c, M (at + 58) D su, Diu, d 
та F 
< RaW” + T0; 


把 (1.857) 88848 0848 ЎЎ GLO) 的 表达 式 代 人 (18.56)， 并 
j=1 
考虑 到 上 面 推出 的 估计 ,我 们 得 到 


d LEGIT) + AW] + Ce + Mj) 


мо 
+ RaW” + EW + (у — 2) У) ФФ 
= 


N o» 


+ vs $5 >) eapite mq p, 


7=1 1=1 


N v 


+ 7 УЛ 3 etes 


j=1 tel 
> —R, (1.8.61) 
《1.8.61) 左 端的 最 后 和 式 只 对 那些 在 9; 内 使 得 (1.8.39) 或 
《1.8.40) 成 立 的 i 值 进行 。 因 此 , 取 7 充分 小 ,我 们 得 到 (1.8.61) 左 
端 最 后 三 项 的 和 是 非 正 的 。 因 此 在 9 内 对 于 WOS a), Ж 


iue» + aAW”] + (c + M, + RW? 


+ ЕИ” > —R, (1.8.62) 
Жш, Ru 依赖 于 v 和 函数 at, 
从 对 于 《1.8.53) 的 极 大 值 原理 推 得 ио XT e 一 致 有 界 . 此 
外 ， M (1.8.62) 推 得 W” {Е 9, 内 关于 上 及 一 致 有 界 ， 只 要 在 0, 
МИР ее Н, Н см, Ra <0, SEL, 
如 果 и? 在 0, 内 取 到 最 大 值 , 那 么 从 (1.8.62) 得 到 
W* < — (e + М, + К.) Е, + EU) 
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显然 ,在 史上 W — 0. EDR 5, 的 其 余部 分 ,满足 条 件 
аі + атт > 0 

BIA (1.823) 成 立 ， 因 此 ， 如 果 W 在 SAZ' EREKE, 则 从 
(18234809 W” < Rs。 于 是 ,出 归纳 法 ,我 们 得 到 "Qv < н) 
ATF e fin 的 一 致 有 界 性 。 出 此 ， 如 同 在 定理 1.8.2 的 证 明 那 样 ， 
我 们 得 到 定理 1.8.3 的 论断 。 

特别 ;容易 看 出 定理 1.8.3 HUGE, 如 果 Z'CZ,, 并 且 
Ж oU Фо! (IE Z, E p — 0, ЖОЙ Фо 0, grad = 0) 9] 
以 这 样 延 拓 到 2, 的 邻 域 ,使 得 at E Са, аб а Z0, RE 

Pari € Co, DaUE,E; 2 0, 


注 3 用 下 面 的 条 件 代替 引 理 13.5 的 条 件 1) 和 2)， 定 理 
1.8.3 仍然 成 立 ， 这 个 条 件 是 : 对 于 某 区 域 0;, 只 要 仍然 假设 在 
sp 时 这 些 区 域 9; 覆盖 的 连通 部 分 ( 记 为 多 )， 则 条 件 
《1.8.51) 成 立 ， 在 该 情况 下 代替 (1.8.52) 有 


» 
M ph. pl (guy «C, 
En] 


т 


фойд х B ОВЕ, Р а 9] AS TTA 
注 4 容易 看 出 ,如 果 我 们 只 假设 > 的 边界 属于 X 来 代替 条 
件 (1.8.39) 或 (1.8.41), 定 理 1.8.3 就 不 成 立 。 事 实 上 , 假设 0 包含 
EE (0 < 1, 0 x, < 1), 在 这 个 矩形 内 上 (w) = 8%2/8x, 
+ си = 0, c = const < 0, 直线 х= 0 上 的 线段 Sri 和 
直线 x 一 1 上 的 线段 0 < x < 1 属于 马 。 由 唯一 性 定理 ， 在 
REV" SUB wx) 是 边界 上 给 定 函数 z 的 线性 组 合 ,因此 解 在 区 
域内 的 光滑 性 依赖 于 边界 函数 z 的 光滑 人 性。 这 个 论断 对 于 在 局 
一 矩形 上 的 LC) = ӘиЈӘх, + cu, c == const < 0 也 成 立 。 这 表 
示 直 线 后 一 0 上 的 线段 1r < 1 属于 X 
注 5 在 定理 1.8.3 中 ,假定 边界 3 包括 一 个 〈z 一 1) 维 闭 
HE F, 使 得 СУ UE, 并 且 存在 这 样 的 光滑 虹 面 系列 uS 
得 名 CQ， 以 及 由 PUF 围 成 的 集合 的 测度 当 о > co 时 趋 于 
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9 的 意义 下 , 当 n — co 时 it 5, RIEKA 0° 的 边界 由 
(zx) US 组 成 , £^ 部 分 是 ZU, 型 的 。 完全 象 定理 2.1 GE 
KERA) 指出 的 那样 , 可 以 证 明 ， 如 果 刀 在 $" 上 了 到 到 最 大 值 ， 
则 六 关于 + 一致 有 界 , 因 此 在 定理 1.8.3 的 假设 下 , 问题 (1.1.4), 
《1.1.5) 的 弱 解 在 2' 的 邻 域内 也 有 一 3 阶 有 界 导数 ， 

我 们 注意 到 ，3 引 理 18.5 的 条 件 2) 并 没有 假定 系数 at: 可 能 
延 拓 到 3 的 邻 域 , 并 且 保持 条 件 ag S; 0 和 ae Са, ЖІ 
是 , 它 包 括 这 种 情况 ; 在 马上 a""c eap, Б ФАИ, АФУ 
程 @ ОШ FHEAE У Egnd 9 s 0 这 些 条 件 也 允许 
(UZ)n2, 是 非 空 的 可 能 性 ， 

现在 我 们 在 闭 区 域 9 U X 内 建立 问题 (1.1.4)，(1.1.5) 弱 解 的 
光 浓 性 定理 .我 们 将 指出 ， 在 许多 情况 下 ,定理 1.8.2 RSS EE b, 
LM 

引 理 186 在 边界 上 点 P, 的 某 邻 域 与 9 的 交集 上 内 ， 假 
设 函 数 (х) 满足 

Lu) = f, w = 0, # z k 
引用 局 部 坐标 Jo +++, У„, 使 得 对 于 该 坐标 。 边 界 3 位 于 平面 
Y» 一 0 肉 ， 而 且 在 中 内 yw > 9， 此 时 方程 取 形 式 
Lu) = Liu) + eu = f (1.8.63) 


其 中 
NOLITE 
prd, gie, a" = 0, j m 
BUE 2 po > t 
л 
ш == const > 0, а, E; > 0 
假设 we Сод), 在 @ 内 |u| < К, K, = const > 0, 3Ë 
且 方程 的 系数 和 函数 1 属于 Со) Ж. RITARA K> 
0， 下 面 的 条 件 成 立 ; 
1) a7" < K,y,; В" == cons > 0 
IDyag"| < Kyo, 1<1< n—l 
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(D| < Ky, 255 zn (1.8.64) 

其 中 , Do 表示 1 阶 导 数 
8 ..._8 
ду, a 


在 这 里 ,名 一 (ау, 40), MERT Pm dus, som 


v 


2) 在 内 ,形式 >) atik HR (12.1), RI 
k j= 


т-1 


<M D sto ss 
LTETI 


|51, аы 

s=], m; M = сопа > 0 (1.8.65) 

3) 或 者 函数 am” (FE o 外 延 拓 为 0) 在 2 的 邻 域内 有 有 界 二 

阶 导数 ， 或 者 函数 ywa"”( 在 上 外 延 折 为 0) ЖУ 的 邻 域内 属于 

Co RHE В" = 8, Koh po 是 依赖 于 on” 的 充分 大 的 量 ( 在 第 

一 种 情况 , 可 用 在 3 上 6" 一 0 的 假定 代替 条 件 8" 一 const > 0), 
令 


-Dr (& Dyu «у, PET) 
"= 35 Сыр"; 


к<» 


Qo, w) = (вий + С (1.8.66) 
其 中 С, 是 某 些 常数 ， 

那么 , 对 于 函数 200 <и) 及 对 某 些 与 无 关 的 常数 Cars 
ТЕ e 内 成 立 如 下 不 等 式 


TZ) + (e + Mz" + Ez 
—a 2 Choa 
Іти». 


(= Die, Z рм) 2-É, (1.8.67) 
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其 中 а, Mi En, Ё, 都 是 与 6 无 关 的 正常 数 ,而且 M, 依赖 于 A 
ач 及 其 一 ,二 阶 导数 。 

证 明 ”采用 归纳 法 , 我 们 用 类 似 于 证 明 引 理 1.8.5 的 方法 来 证 
明 (1.8.67)。 为 此 ,我 们 先 对 v 一 1 证 朋 (1.8.67)。 容 易 看 出 ,对 
+ 
hms, + Уб, = >; ре 


«4 Tal 


有 关系 式 


э МО — 33 009, t) — MD rus te) 


+ Qu, Gb + Dm, 


т, 2 amn, 
+ > а yuy y y, 十 Ум®у uy Hy 


=i 


‚+ SÓ alent, + ati Dus, + ch 
küi=1 
+ Муй, — "yu, — (в + au, 
— 4(в + a) uy ун, „ 2 — Ry (1.8.68) 
用 Ri 表示 与 8 无 关 的 常数 。 我 们 来 估计 (1.8.68) 的 各 项 。 显 热 


1266 十 o yn, з t tul 
=< NCE + о””)у (и, nyn] + i (e + amy 
< 044,0) + ic + a), 
因为 形式 atik E, 是 正定 的 而 且 满足 条 件 2), 所 以 可 推 得 
ml 
»2 ‚+ ау шуу, * Hy, 


ETE ' 


ip om: 


«3| ы | 


ILTES 
ml 


+1514, 


LT 


mt 
< YR, D, Quy, „и, ) + Rs 


此 外 ,根据 (1.7.2) 和 条 件 [аў | Eh. ROE 


= 
РЕ 
> G yo Чууну, 


A 
ml 
n 
X v У max|a95 |. au... + Rh 
= 


< YS, u.) + Rh, 
利用 条 件 2), 我 们 得 到 估计 


| 21 (виў, + ots, 


k. jel 
< э» 0.0, н) + A 

如 果 满 足 条 件 3) 的 第 一 种 假设 , 那么 对 于 函数 o" 应 用 (1.7.2) 
бап" 在 的 邻 域 并 且 对 于 yw < 0 的 部 分 内 延 拓 为 0), 我 们 得 
到 

У ану msm ym E VIEC ey s Y + Rh, 

< KEAC ау) + Rh 
In ЖЕ 3) 的 第 二 种 假设 ,那么 在 @ 内 可 以 应 用 (1.7.2) 于 函 
0 ула", Н 
Ira Ра? < Myra" + M'y, от |2. M, M° — сопа > 0 

因此 ,考虑 到 a” < Kow， 我 们 得 到 


айна s tul YR D + у dut, 
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< Муза" (нуу) T TMY Ca Y Си, y Y 
1 
+ +y rn D 


SAYS y, uy, ) + Raab, 
其 中 Re 是 由 函数 o" 确定 的 ， 
利用 上 面 所 得 到 的 估计 ， 选 取 充 分 小 的 常数 7 和 7,, 并 且 假 
设 Re « fos 从 (1.8.68) 导 出 
- 
E noo ~ a | ооны) 80 „у 2] 


E 
+ Ce + MR + Ri Rama, m —R, (18.69) 
因为 加 一 i, PARERS 


т Шон) + оь — Ои, R18.70) 


取 常 数 Cow 充分 大 ， 从 (1.8.69) $0 (1.8.70) 得 到 关于 Z =h + 
Coh 的 一 个 关系 式 


TU - a| Ceolas) + ено) 


+ о.е] + GM ZL — Re (1.8.71) 


P= 


现在 用 归纳 法 证 明 (14.67), VER z + Lm od T. Lina 


式 ,可 以 类 似 于 > = 1 所 得 的 那样 来 进行 估计 ,因此 ,假设 (1.8.677 
对 于 Z= an PEB С.е + LS» — 1) 充分 大 ,就 推 得 关 
于 2? 的 不 等 式 。 用 这 种 方法 就 得 到 引 理 1.8.6 的 论断 。 

定理 184. 假设 2 的 边界 了 由 两 个 不 相交 的 闭 集 际 和 xx 
所 组 成 (其 中 任 一 个 都 可 以 是 空 集 )， 假设 定理 1.8.2 中 关于 边界 
INV ERR ONG, 内 方程 (1.14) 的 系数 以 及 函数 了 各 E 的 假设 
都 成 立 ， 这 里 GL ERAH 0 邻 域 我 们 还 假设 G; 可 以 用 有 限 
个 区 域 (91) G = 1,… ,NN) 覆 盖 , 使 得 在 每 个 区 域 w = 009; 内 
满足 引 理 1.8.6 中 关于 系数 wk р, с 和 函数 i КЫЙ. ПЕ ИЖ 
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件 在 c; 内 8” > const > 0 来 代替 条 件 87 = cons > 0。 最 后 假 
WEZ Eg-—0,FB e«—o0, Ж o КА ВАТ 
oki 及 px。 那么 ,对 于 任意 的 8 > 0, (114), (11.5) 的 弱 解 w(x) 属 
于 Со(0\6;) 类 ,并 且 在 每 个 区 域 o 内 对 于 *(xe)， 成 立 如 下 估计 
Es (с Риа). «€, C= const (1872) 


k+ <= 
{уе ys ЖШ х 位 于 平面 yo 一 0 内 的 局 部 坐标 。 

证 明 定理 1.8.4 完全 可 以 象 证 明定 理 1.8.3 那样 来 证 明 ， 不 
同 之 处 仅仅 是 算 子 《1.8.53) 在 2" 的 邻 域内 的 构造 。 在 区 域 Фо 内 
《在 证 明定 理 1.8.3 时 所 构造 的 区 域 ), 我 们 考虑 方程 

10и) = вР(и) + aG) An +2 LG) -4 (1.373) 


m 


其 


n 


在 % 上 具有 条 件 “一 0， 其 中 PC) 是 D, KORRAT 对 于 某 
8 27 0,#E QNG; q, Р(и) = Ди, ТЕ 2” 的 某 邻 域内 , 算 子 PO) 
Hoyo, 十 PU JEEP (Cu) 是 3 上 给 定 的 并 且 延 拓 到 0, 内 部 的 二 
ИВЕТ, 其 系数 与 n AA. 同样 ,在 X" 的 3 邻 域内 , 函数 
Ë” = в”, dE У ËJ 28 БАЗЫР" — 1, 并且 在 马上, 如 果 有 В" > 
0, 那么 就 有 6" > const > 0, 但 是 如 果 在 了 上 6" 0, 那么 
Ё' е1, 
我 们 注意 到 ,如 果 对 于 某 个 s, Д 
aUF. 
WU. „k=l, m 
属于 Cuo(oi)， 适 当选 取 局 部 坐标 , 在 3' 的 邻 域内 对 于 算 子 L', 
引 理 1.8.5 中 条 件 a"i = 0 (j m) 总 是 满足 的 。 这 里 uU 是 算 
TL) 的 系数 ，F 一 0 是 边界 X 的 方程 ,而 且 gudF = 0, 
定理 185 ”假设 满足 定理 184 的 全 部 条 件 , 而 且 假设 在 每 
个 区 域 o; 内 下 面条 件 在 S 的 邻 域 内 总 有 一 个 成 立 : 或 者 
[Dg "| < Ky, OSISH 
Dagr < Ko 0l xz 1; 
B" > const > 0 (1.8.74) 
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或 者 


ap" x 0, 21 (1.8.75) 
” max [ag | 


其 中 , K. 和 К, 是 某 正常 数 .那么 ,如 果 条 件 (1.8.75) 成 立 , 则 对 每 
+ 8220, (14), (0115) 的 弱 解 属于 Cu (9) 类 和 C. (ONG 
类 ,而 如 果 条 件 (1.8.74) 成 立 , 则 对 于 每 个 5 > 0, k= [x/2], 88 
解 属于 ClO) 和 Cos(2\G6s) ZR. 

证 明 我 们 首先 假设 在 o; 内 ,条 件 (1.3.74) 成 立 。 那 入 ,应 用 
(1873) 的 解 x。( 设 在 边界 % 上 等 于 0) 的 估计 (1.8.72)( 其 中 常数 
C, 5 8 无 关 )。 并 且 在 (1.8.73) 中 令 8 一 0 WRR, ТЕ o; 的 内 点 
上 ,我 们 得 到 


au, ss 十 Boy, = Fi (1.8.76) 
根据 (1.8.72)、 式 中 的 F, 是 o; 内 的 有 界 函 数 。 因 为 在 wj 内 on 
Куу, № (013.72) 同样 得 到 о", 在 wi 内 是 有 界 的 。 从 
《1.8.76) 推 得 wy 在 wi NAR. 

此 外 ,把 算 子 Ds (n2) 作用 于 (1.8.76) 的 两 端 ,得 到 方程 

e" Diyay s B Deis, = F, 

其 中 Fa 包含 = 关于 у, cou 的 导数 ,以 及 形 如 Di, ra 
Duas 720, 16 и 2) 的 项 ， 因为 由 假设 IDse""| 
< Kay5， 根 据 《〈1.8.72)， 函 数 Fa 在 w; 内 有 界 , 所 以 对 于 上 н 
—2, Руш, fE о; 内 有 界 . 

依次 把 算 子 DyOrjOys(» — 1, p —2, v n—2) 
作用 于 (1.8.76), 并 且 用 坊 乘 所 得 到 的 方程 , 我 们 得 到 一 些 方程 ， 
由 这 些 方程 和 (1.8.74),(1.8.72) 推 得 对 于 > S a — 2 
Br 
Sy 


Y»Ds, 


在 oi WAR. 
对 于 “用 归纳 法 来 证 明 所 有 站 到 Га/21 阶 导 数 在 o; 内 的 有 
界 性 ， 我 们 假设 对 于 某 & 之 1 dE; 内 成 立 估计 
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atu 


IB < C, = ила, 
ун" 


| Ур, 


1+>&рн—2к (1.8.77) 
然后 证 明 对 于 “十 1 ил o die. Oei + 22077 


t» X &—2(k-- 1)) 作用 于 方程 (1.8.76) 并 且 乘 以 Y». 
所 得 方程 与 条 件 (1.8.74) 及 归纳 法 假设 (1.8.77) 一 起 就 得 出 : 
形 如 (1.8.77) 的 估计 对 于 * 十 1 也 成 立 。 
由 《1.8.72) 和 对 于 > — 0, x < [u/2] 所 证 的 估计 (1.8.77)， 
得 u(x)€ Cuala), 因此 在 条 件 (1.8.74) 下 ,定理 证 毕 . 
WREN E аў 9 0， 那么 在 о, р (1.8.76) 可 以 写 为 形式 
Уйу „з„ + Os tts Yu), = E (1.8.78) 
中 函数 亚 在 o; 内 有 界 ,而且 q > q+ = const 0, E o; 内 我 们 
国定 一 点 P = Qr). Va 0， 并 且 考 虑 线 毁 (0 y. 
Yn» Yum Yis tts Уна ВА). В 


YS exp iz 201,7. 5271 
38(1.8.78) JF EL IEEE Ym MA Yn = о B] ys m yn 5 (0 <р 
ys), Uf sd 

lo (91 < exo [f G1 а 2] 


+ dy dst Ys E max Ll 


А 
. F z ep [ji ql t Уһа» «ues (1.879) 


容易 看 出 ， C 
| exp (fa «Об yas ds ] 
< exp [f aas] = phys) 9, 
Ë 2 | 461, t as D 
< É at (3) odz 
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= qu — реу) 7) 
从 (1.8.79) 得 到 
[uy CP) | < (у) polus (1, + *› Yn, 02] 
+ marly iga О) ера) — (1.880) 

因为 ,根据 条 件 (1.8.75), ф > 1， 当 我 们 在 (1.8.80) He e 趋 于 
0, 并 且 考 虑 到 (1.8.72) 时 ,我 们 得 到 

[ау СР?) < max |ф|ф* (1.8.81) 
此 外 , 连续 地 抬 算 子 DU m1, в 一 2) 作用 于 (1.8.78), 我 
们 得 到 Ds, 的 方程 ， 由 此 ， 完 全 象 已 经 得 到 的 估计 《1.8.81) 一 
样 , 我 们 连续 地 对 1 二 1,…, py 一 2 得 到 Dues, | 在 o; 内 的 有 
LI. 


我 们 假设 对 于 菜 “> 1 已经 证 明 形 式 为 Па 09 0 + еби 


—1) 的 导数 在 o; 内 的 有 界 福 ,我 们 证 明 , 由 此 可 以 推 得 对 于 > 一 
stl, 1 十 十 1 所 pp 一 1 的 导数 Dourn 的 有 界 性 ， 为 
V ,我 们 先 将 算 子 8*/18y% 作用 于 方程 (1.8.78)， 得 到 关于 
y = Baayni 的 方程 
Ys 9)», 十 《9 + к)о = у, (1.8.82) 
Жон ү, ERRAR. 从 这 个 方程 ,完全 象 已 得 的 估计 〔1.8.81) 那 
样 ,得 到 "иду 在 o; 内 的 有 界 性 。 然 后, 连续 地 将 i 二 1， 
"Q n — x — 2 的 算 子 Ds, 作用 于 (1.8.82), 我 们 得 到 形式 为 
D$" u[Byz" (1.4 к < z — 2) 的 导数 的 有 界 性 。 因 此 定理 证 
LA 

注 6 定理 1.8.5 给 出 一 些 条 件 ,在 这 些 条 件 下 ,问题 (1.1.4)， 
(1.1.5) 的 弱 解 存在 , 它 在 的 邻 域 内 光滑 。 在 这 过 程 中 ， 并 没有 
象 定理 1.8.2 中 所 做 的 那样 ,假设 (1.1.4) 可 以 延 拓 到 Z, 的 邻 域 内 ， 
并 且 保 持 其 系数 的 光滑 性 和 二 次 形式 Eg; 的 非 负 性 .在 Kohn 
和 Nirenberg 的 论文 吧 中 得 到 过 一 个 类 似 的 定理 。 但 是 , 在 该 论 
文中 ,与 上 面 想法 不 同 之 处 在 于 ,用 椭圆 型 方程 的 解 , 2 6 一 0 取 
极限 而 得 到 问题 (1.1.4), (1.1.5) 的 光滑 解 的 过 程 是 这 样 来 进行 的 : 
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Æ X, 的 邻 域内 补 加 一 个 带 小 参数 e t SH ЕЗ 11.1.4), 

算 子 的 阶 数 依赖 于 问题 的 数据 的 光滑 度 (Ж и). MAEZ 的 邻 

域外 他 们 还 补 加 一 个 仍 带 小 参数 5 的 二 阶 酉 圆 算 子 .论文 [63] 的 
结果 将 在 下 节 考 罕 。 

引 理 18.7 设 引 理 1.8.6 的 假设 除了 条 件 1) 用 如 下 关系 式 

代替 外 都 成 立 , 这 关系 式 是 : 在 о; 内 对 于 某 些 常 数 Ki P 1: 

a"? > Kur, (1.8.83) 

а?" Ky, [Dyo""| < Ky, 2=<1=< a, 


ES 
[аут | < Ky, c, «x Raul, 


B" — const 
a 
nd уон) (£ Din ) 
> oy ° 


并 且 象 前 面 那 样 , 令 Z= С.р. 则 在 o; 的 点 上 ， 对 于 
POS a) 有 下 面 不 等 式 


i LZ") + (e + MZ? + E,Z" 


[LP 
— a С.У", (ss D «) 
P ays ” 
2-—É, (1.8.84) 


其 中 Сш», m, Mo En Ё, BES 6 无 关 的 常数 ,而 且 M, 依赖 
于 в", aU 及 其 一 阶 ,二 阶 导 数 . 

证 明 不 等 式 (1.8.84) 可 以 完全 类 似 于 不 等 式 (1.8.67) 来 证 
W. 首先 我 们 对 于 > 一 1 证 (1.8.84)。 假设 


mi 
2 
вті “Yor. 


mr 
我 们 有 
i Lis) + ch + Mah 


“ll. 


= 
— X3 Qus y) — YQ (uy, tym) 


= 


-1 


+| S5 бый нн, 


d paul 
ml 


тт | or, 
+ оон, ] + ym ауну „му 
= 


+ D Gall + ol pt, | 


bru 


— Dya, 
— (e + am yy Keen s 


— Ue + a*")(5 + D)Yuus уо 之 一 及 
最 后 一 项 及 方 括号 中 各 项 完全 可 以 象 在 证 明 引 理 1.8.6 那样 来 进 
行 估计 .考虑 到 在 (1.8.70) 中 (对 于 #0 ж= и), ИПИ Ои, u) 


的 项 ,因此 我 们 可 以 估计 — 7E "урн, + Вора, 的 项 ， 因 


为 o"" > Koyn， 推 得 在 页 十 Cowh? 的 方程 中 ,对 于 充分 大 的 Cow， 
和 式 
二 
2 
是 非 正 的 . 引 理 1.8.7 的 证 明 的 剩 下 部 分 只 是 重复 引 理 1.8.6 的 证 
Bi. 

X3RLS6 БИЯ НУНО z' 和 了 NAZ 组 成 
СПА T s DE R). BEM 1.8.2 中 关于 边界 N 
EKR 0\6; 内 关于 方程 (1.1.4) 的 系数 、 函数 f 和 z 的 假设 都 成 
X, 其 中 Gi 是 У г 邻 域 .我 们 还 假设 G; 可 以 用 有 限 个 区 域 
Qi m1, c. N) 发 盖 ,使 得 在 每 个 区 域 e; 一 ОПО, 内 , 关于 
系数 aV, P^, с MER f, 或 者 满足 引 理 1.8.6 的 错 设 或 者 满足 引 
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—— "уын + R Ymy 一 Conti" "n 


EE 1.8.7 的 假设 ， 假 设 在 对 上 8 一 0, EGK < 6 0, 
这 里 常数 co 充分 大 并 且 依 束 于 at, pt 及 其 一 阶 、 二 阶 导数 。 则 
对 于 任意 的 6 > 0,(1.1.4),(1.1.5) 的 弱 解 gx) 属于 Cl б) 
类 。 此 外 ,在 每 个 区 域 wj 内 对 于 w(x)， 成 立 如 下 的 估计 : 


à LES C, cona (1.8.85) 
И у, 557, ym 是 使 得 T 位 于 平面 ye 一 0 内 的 局 部 坐标 ,在 
QU 3477 0。 如 果 点 (7 …，ym) 属于 wi, 对 于 它 , MEIA 
1.8.6 的 假设 ， 则 式 中 的 » 一 28; 如 果 在 o; ийе 1.8.7 КБ 
设 ,那么 式 中 的 > 一 AG + 1)。 

这 个 定理 的 证 明 完 全 象 证 明定 理 1.8.4 那样 来 进行 。 

定理 1.8.7 设 满足 定理 1.8.6 的 假设 ,而 且 > — ЭУ, 其 
中 对 于 边界 合 Zi 的 点 的 那些 区 域 必 满足 定理 1.8.5 的 假设 
(1.8.75), WARA 下 的 点 的 那些 o; 满足 引 理 1.8.7 的 假设 以 及 
条 件 


#" + (›—1)оў07< 0; vn (1.8.86) 
那么 ,对 于 任意 的 2270, (114), CLDHRRET Ces 
类 和 Co (QNG;) 3. 

证 明 ”鉴于 定理 1.8.5， 只 要 证 明 在 22 的 邻 域 内 解 «GO 属 
T Coa ВТ. 显然 ICI, 我 们 首先 指出 在 о, 内 ag. 
一 致 有 界 ,其 中 we 是 类 似 于 (1.8.73) 的 方程 的 解 , 它 在 边界 % 上 等 
于 0, 同时 在 >} 的 # 邻 域 内 p= 一 18”|。 对 定理 1.8.6 的 证 明 , 在 
站 的 邻 域内 我 们 得 到 v 的 估计 
> f D ГАРА J «c (1.8.87) 


Keen 


其 中 常数 C, 55 e OX REDE (1.8.73) Ж :8001.8.87) RT 
得 到 


(ael Dass, H e, m 9, (1.8.88) 
Жш е, 关于 s 一 致 有 界 。 根据 估计 (1.8.87), 对 于 y, mac 
0, па, те ВИ, 
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对 于 0<y «y BE usus WEE 00у, < 5, E u, Ë 
到 最 大 正 值 或 者 最 小 负 值 ,那么 在 这 个 点 上 zernternrm S 0, ME 
由 于 pn < 0， 从 (1.8.88) 推 得 
ГЕТА 


MAR р 9755, uh, XP е — ERR. 


此 外 ,考虑 到 疡 在 如 的 邻 域内 关于 е 一 致 有 办 ,而 且 对 于 y, 
> 9 所 有 直到 天 阶 的 导数 关于 e 一 致 有 界 , 我 们 完全 可 以 象 引 理 
1.8.7 那样 来 证 明和 式 


t 


g” „ү 
+) 
pd Dam (э Dhe) 


在 如 的 邻 域 内 关于 e 一 致 有 界 。 

在 器 的 邻 域内 所 有 直到 4 一 1 阶 导 数 的 有 界 性 的 证 明 可 以 
对 * 归纳 进行 。 假设 对 于 某 = > 1 舍 计 

AL ere (o Dus) < Ca (89) 

成 立 ， 其 中 常数 C; 与 s 无 关 ， 我 们 证 明 对 于 a, 的 所 有 = 十 1 阶 
导数 在 o; 内 关于 一 致 有 界 ， 完 全 象 证 明 引 理 1.8.7 那样 ， 由 此 
我 们 得 到 : 有 形 如 (1.8.89) 的 估计 对 于 * + 1 也 成 立 。 为 此 将 算 子 
8"/8у 作用 于 方程 (1.8.88), 在 oj 内 有 


G7 + se) 


aba 

ost). 
+ fn + коўт + кв lA" jy) pr =F;  (L890) 
其 中 ,根据 5.99), BATI 关于。 至 有 有 界 ， 因 为 由 定理 1.8.7 
的 假设 ,我 们 有 fp" 十 ray” < 0, 完 金 限 证 明 non 的 有 界 性 的 方法 


一 样 ,从 (1.8.90) 得 出 函数 ы g 下 的 邻 起 内 关于 = 是 一 至 有 
pay 


由 此 和 和 (1.8.89) 式 , 推 得 ww 的 所 有 е + 1 阶 导 数 是 一 致 有 界 


ade 


的 ,这 就 推出 形 为 (1.8.89) 的 信 计 对 于 * + 1 也 成 立 。 

于 是 ， 我 们 得 到 在 Zi 的 邻 域内 w 的 所 有 + 一! 阶 导数 关于 
* 的 一 致 有 界 性 。 定 理 证 毕 . 

定理 1.8.7 的 条 件 (1.8.83) 可 以 省 格 . 即 下 面 的 结论 成 立 : 

定理 188 设 定理 1.8.7 的 所 有 假设 除了 (1.8.83) 外 都 成 立 
(在 定理 1.8.7 中 ,假设 在 下 的 邻 域内 的 点 上 满足 《1.8.83)。 则 在 
AG, 内 (1.1.4),《1.1.5) 的 广义 解 属于 Co 类 ,在 中 的 邻 域内 属 
于 Cov 类 ,而 在 双 的 邻 域内 属于 Cu- 类， 

证 明 在 区 域 Q, (在 证 明定 理 1.8.3 和 1.8.4 时 所 定义 的 区 
DA 58258 

&É(«) + a(&)Au + Llu) = h (1.8.91) 

其 中 ,了 在 OAE: 内 处 处 是 椭 加 型 的 , 在 xp Ryo 邻 域外 Lu) 
P(z) (ET P REEE 1.8.4 的 证 明 中 已 被 定义 了 的 ), 而 且 在 器 
的 5/2 邻 域内 


Elu) = 2(у„)н, „+ Ри) 
Жин, P.G) 是 给 定 在 21 LORRA TAH HREIR EI A ARR 
5 Y. 无关; 对 于 y, «0/4, Om) == Y», W TF 0/3 y, «8/2, 
20) 一 1， 对 于 0<y,< 85/2, 0-1, 依照 定理 1.87, 
在 区 域 Q 内 方程 《1.8.91) 有 一 个 解 , 它 在 边界 S$。 上 等 于 0。 这 个 
ЖЕТ С. (0) ж. 在 边界 X E, 我 们 可 以 用 方程 (1.8.91) 和 
对 它 关于 n.o. ya 微分 所 得 的 方程 来 表示 w 的 直到 # 一 1 阶 
的 导数 。 容 易 看 出 ， 这 些 导数 关于 s 一 至 有 界 。 除 这 以 外 ， 定 理 
1.8.8 的 证 明 按 定理 1.84 的 证 明 程 序 来 进行 ， 所 不 同 的 是 : 只 在 
边界 含 器 的 点 的 那些 区 域 wji 内 , 我 们 令 

Z” 一 Xi CiXs( Dau 


$9. 在 О. Л. Соболев 空间 第 一 边 值 
问题 解 的 存在 条 件 
在 这 一 节 中 我 们 将 给 出 一 些 条 件 ,使 得 问题 (1.1.4),(1.1.5) 具 
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有 平方 可 积 弱 导数 的 解 存在 ， 在 这 些 条 件 下 ， 如 果 问 题 的 弱 解 的 
唯一 性 定理 的 假设 满足 ,那么 这 些 条 件 就 保证 了 (1.1.4),《1.1.5) 的 
SIRE ЕНЕ. 

这 一 节 的 论证 基本 上 依据 Kohn 和 Mirenberg' ү Ж, 

为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 方程 

L(u) = ausge + btu + си mí (1.9.1) 

的 系数 是 在 QUE 内 无 穷 次 可 微 (或 者 充分 光滑 ) 的 函数 , 在 
(1.1.5) 中 的 边界 函数 8 STE, 并 且 对 于 充分 大 的 n, KIR 9e 
49, 

RE 6 8 中 那样 ,我 们 记 


Dip == gn $, = urs 
| озу 1,555, m 
MEH з m 时 ， 
+++ 8 
s *» ут“ 


我 们 用 WKO) RREKRO Wq F ЭП k DE SS ЦОУ ML, 
Tag. 


УЯ -|, > > (Dau)dr < со 


对 于 不 一 0 的 情况 ， 我 们 也 采用 符号 По 一 lxlh。 在 边界 王 上 
的 点 号 的 种 域 % 内 ,我 们 引入 局 部 坐标 у, "65, Ун, Я 
了 位 于 平面 yw 一 0 内 ,而 且 在 2 内 n> 0. & G3 表示 集合 5, 
的 5 邻 域 ，G; 表示 集合 Z, 的 5 邻 域 ， 设 5 相当 小 ,使 得 G; 和 
G3 可 以 用 区 域 % 复 盖 , 在 这 些 区 域 中 存在 具有 上 述 性 质 的 局 部 坐 
ductu Ym 我 们 定义 


liit — fa [ 3 Pin 
+ зы (y pie) | 
IRSN, kal 


+116 


dy 


9*5 y. 
+Í s| An u 
"X n ^ 
+ [resp 2, n азу 


定理 1.9.1( 参 看 164]) 假设 边界 和 《1.9.1) 的 系数 成 立 如 
下 条 件 : 


D (UDN, = ë (1.9.3) 

2) 在 人 内 系数 。 < —%< 0, с 是 充分 大 的 常数 ， 依 赖 
Раб, 给 以 及 它们 的 三 阶 和 小 于 三 阶 的 导数 。 

3) Ж, 的 点 上 


1 a 
7 三 1 十 一 
2" 


B > (1.94) 
Rob, B — (t — НУР, а = (t — aA aF r Бул, PRE 
整数 , 方程 F о 确定 边界 У, 而 且 grdF 具有 的 内 法 线 方向 
(т, 在 石上 了 <0 和 а< 0, 并 且 象 引 理 1.1.1 中 所 看 到 的 
那样 ,函数 # 和 = 关于 自 变量 的 非 退 化 变换 是 不 变 的 ). 
4) 在 五 的 点 上 
vu eI 
其 中 , K, 是 仅 依赖 于 К” 空间 的 维 数 的 一 个 常数 ,而 
Lo = а%8'{Әхдх;, а(ж) = оК, Е. 
《如 果 点 Ж DEKARA 7, 的 内 点 的 极限 ,容易 证 明 , 在 x, 处 
《1.9.5) 的 左 端 等 于 零 , 所 以 条 件 (1.9.5) 是 满足 的 .》 
那么 对 于 任意 的 函数 1€ ИСО), WA e 一 0 的 问题 (1.1.4)， 
《1.1.5) 存 在 解 we)， 并 且 成 立 估计 
ШЕР С.о (1.9.6) 
Joh WC, 15 EAT ИЕЛЕ ЖОК, MEAE O\(G3U 
Gi) 内 z€ Wt, YE У, АУД, щн ЖЖ zte 2, щ 
5 是 奇数 时 uc Wins 最 后 ,在 二 的 一 个 邻 域内 ， 当 是 偶数 
Ti new, HERRA ue wi, 


(1.9.5) 


#17, 


下 面 我 们 将 给 出 在 最 简单 情况 下 ( 当 了 一 3, 时) 定理 1.9.1 的 
证 明 ， 对 于 这 种 情况 , 象 在 定理 1.8.2 中 那样 ,《1.1.4),(1.1.5) 的 解 
将 作为 三 圆 型 方程 

Еди 十 L(w) = f, 在 0 内 (19.7) 
具有 边界 条 件 
и= 0, ЖУ (1.9.8) 
的 解 当 е0 时 的 极限 来 求 得 。 ЖТ IAEA х, 的 情况 ， 在 
1641 中 的 定理 1.9.1 ROVER, 在 Z, 的 邻 域内 ,类 似 于 (1.9.7) 的 方 
程 包 含 附加 一 个 带 小 参数 。 的 24 阶 档 贺 型 算 子 ， 由 于 证 明 的 复 
杂 性 ， 这 里 我 们 将 不 给 出 定理 1.9.1 的 论断 的 完整 证 明 , - 关于 
《1.1.4)，(1.1.5) 解 的 光滑 性 的 某 些 接近 于 定理 1.9.1 的 结果 , 已 经 
在 $8 中 用 其 它 方法 证 明 过 。 这些 方法 始终 用 到 形 如 《1.9.7)， 
《1.9.8) 的 正则 化 。 

Xm 1.92 BE У I, JE WiO), Ж ОРАЙ c < — 
%< 0, o 是 充分 大 的 常数 ， 依 赖 于 аб, bt ТД ЖЕП СИЛЛА 
于 二 阶 的 导数 ,并 且 假 设 (1.9.1) 的 系数 和 4 的 边界 无 限 次 可 微 (或 
者 充分 光滑 》， 那 么 , 带 有 2 = o 的 (1.1.4),《1.1.5) 在 W 欠 8) 类 中 
的 解 存在 ,而 且 

Talla o < Collflls,o (19.9) 
其 中 С, 与 “无 关 , 而 上 是 正 整数 ， 
首先 我 们 将 证 明 某 些 辅助 性 结果 . 
我 们 引信 一 些 记号 ， 对 于 在 Cw(0) 中 的 任意 函数 * 和 vw, 我 
、 们 记 


—Q(u, v) = {[- е, 
врана 十 i (bt — afi) e — ш) 
+ i Qc — M eiue Jas (19.10) 


下 面 ， 符 号 C, 用 来 表示 仅 依赖 于 ok， 此 以 及 它们 的 直到 二 阶 导 
数 的 常数 ,而 К, 表示 与 参数 в 无 关 的 任意 常数 ， 它 们 的 标号 仅 限 


H8 


于 一 个 引 理 或 定理 的 证 明 的 范围 内 , 

引 理 191 假设 9 是 一 个 无 限 次 可 微 函 数 ， КЕШЕА 
ze € X ЛАБО 内 (因此 在 口内 可 以 引 人 局 部 坐标 sut» 
Ул, EB SATEH yw 一 0 内 、 而 且 在 区 域 9 内 y. > 0), JW 
对 于 21, 有 

Q(oDsu, ФО и) — C71! Qo Dav! Ds) 


=) oos mult У) 071, 
i-i БИ 
+ Y lepa . 
А 


S, pic 


+ ON MD), l] (19.11) 


S, oxi -à 


Jet, ve CHD), p€ CD), 在 opo E 621, 而且 在 
ой o0. 
аня 我 们 把 (1.9.11) ЖШ C, чк, c, кү 的 表达 
式 用 记号 RC, K) RER. Ф (vw) 一 | pvir, 容易 大 
ü 
Olu, e) = > Mm Lie) 


其 中 , M; 和 工 ; 是 一 BA. 它们 在 局 部 从 标 Yu ttt Ys 中 
WER- 


а 
8 

М; = а Bbo фе 

^T LE 8n ` 


"n 
8 
LaaLa 50, 1.9.12 
Set Am +» 0900 


其 中 а, о, HT] 与 “无 关 。 
考虑 算 子 4 — 9D2 和 А* == (Оф, 下 面 等 式 成 立 : 
2[ QC44, Аи) — Qu, A* 4u)] 
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= [Q( Au, Аи) — QCu, A*49w)] 
+ [QCA* Au, ш) — QCu, A*4u)] 
+ iQCAu, Аш) — ОСА" Au, )] 
= —Í(MiAanu, ТА, Lilu) + (Miu, UL;, A* 1492] 
— (G4u, [A, Mili) + ([M;, A*149, Lo] 
+ [OCA* 4и, и) — QCu, A*Au)1 (1.9.13) 
其 中 ， 对 于 任意 两 个 算 子 4 和 B 定 义 [4, В] = AB — BA, 这 
里 假设 对 重复 指标 i 求 和 .我 们 来 估计 (1.9.13) 最 后 部 分 的 各 项 。 
显然 ,由 变换 导出 恒等式 
(MiAu, E4, Lilu) + (Mi, [Lis A* 149) 
= (A, Mile, [Li, 410) 
— KA — 4*)м ш, [Lis Alu) 
+ (Miu, [Lis A* — A]Au) 
+ (мш, UL,, 41, 414) (1.914) 
再 利用 算 子 М; 和 工 ; 的 表达 式 (1.9.12), 得 到 
(л, Mile, Us, A1) (14, slo, — ан 
"n 


à Ë = |+ L4, cilu, LA, ао 


T1 7 
— Аун + >l. Ti 2} + 14,9) 
t 


kaj ^ 
其 中 算 子 4o, 是 由 方程 Aom = e, D. 定义 的 。 下 面 的 估计 
是 显然 的 : 


MEA s ous, E + UE AS nid, 8 
< C,» ФО, i, lš 


Een 


+K, У MDni 


„= 
А 
IE 
85, 


Кон + Sd 


i-i 


Пеи 


. 
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a 1 
+ l^. 2-8] и | } + feto elt 
. 0», ° 


«с, У 100,8 К 2, ФР 
Л 


2,02 
MA, ези + MEA s nido 


«к, 5 1р; 
Г 

从 上 面 得 到 的 估计 推 得 |04, Milu, [Li 43)] < Е(С,, K). 
用 类 似 方法 ,我 们 估计 积分 〔(4 一 49) M jus [Li Alu). RINE 
一 步 考察 (1.9.14) 右 端 的 积分 (Mu, [[Li, A], Alu) 和 (Mis, 
[Li A* 一 414и). 利用 表达 式 (1.9.12), 我 们 得 到 

(Mju, 100, 4], Au) = (Mis, Lais 41, Als, 

+ [ejos Alu + [lri 41, Alu 


+ 19, Aldo ш 
а |a p (19.15) 


«Mp: ə 


我 们 用 分 部 积分 变换 (1.9.15) 右 端的 积分 ,并 且 注 意 [Lois 41, АТ 
是 只 包含 对 变量 5», yaa 微分 的 21 一 2 阶 微分 算 子 再 注 


Ж [oo Al, Uri, 41, 41, laj, 4140, i Ў» »r 


4], 4] 也 是 只 包含 对 变量 soe RR ORT —1 
的 微分 算 子 ,从 (19.15) 我 们 得 到 入 计 ; 

|M jn, СО, 41, А1ч)] < RCO, KO 
BITES RARE) 《Mis [Li 4* — 4149, H 


可 


用 完全 
RE . 
IO idus, LA, Lilu) + (M u, [L;, A*1A821 

< R(Cs, Ку) 
对 于 《1.9.13) 最 后 部 分 的 余下 的 两 项 ,可 以 用 类 似 方法 加 以 估计 
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从 这 些 结果 推 得 引 理 的 论断 . 
SU 1.92 ”假设 定理 1.9.1 的 条 件 2) 满足 , 令 GO 是 方程 
Lu) = sAu + L(u) = # GE O N), 

в = const > 0 (1.9.16) 
具有 条 件 ` 
u= 0( 在 2 上 ) (1.9.17) 
的 解 ,又 设 we CHAD); fe 到 外 8)， 则 对 于 任意 的 1 < ps 估 
X 

1018 K, >, ПФР Л 


eh 
+c, [S toot + У) onu no, i] 
5 Han 
+K) 2, WD 
„з 
+}, IDs mu E . (01948) 
80.01—1 

成 立 ， 其 中 函数 p Mo ДЫЛ 1.9.1 中 那样 予以 定义 的 。 如 果 
PE CICO), WAF IS p, 有 ` 


Фин} < Ko У) {ФО ЛЕ 
5 рві 


€ 


Б 


+ с, У) Ф, 
E 


*Ka D) dMDied ` (1.9.19) 


3-1 


其 中 $e C38), 并且 在 Pp 的 支 集 上 由 之 1. 
证 明 对 于 了 上 等 于 0 的 任意 光滑 函数 * Япо, 我 们 有 等 式 
(1.00), v) = Olu, v) ` (1.9.20) 
根据 定理 19.1 的 假设 2), 我 们 可 以 假设 在 2 内 


cat bh — otia >0 
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加 此 从 (1.9.10) 推 得 , 对 于 在 了 上 等 于 零 的 任意 光滑 函数 v, 
QG, г) 2 5.1018 (1.9.21) 


在 (1.9.21) 中 ,我 们 用 o == Фрун, 来 代替 ,得 到 


E 1Р3, ll < OCPD ites PDste) (1.9.22) 


用 引 理 1.9.1 的 不 等 式 (1.9.11) 来 估计 (1.9.22) 的 右 端 ， 我 们 有 
0(Ф0уш,, Ds.) 
< [Qs Ори) + RCC, K) — (13.23) 
JCL9.20) 5 
106, „Рф Dia.) | = I Ds Руш») 
< UpDsaell + [ФР (1.9.24) 
Mit (1.9.22) —(1.9.24 (1.9.18). 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 不 等 式 (1.9.19)， 对 于 这 种 情况 需要 
说 明 的 是 : ШЖ pe C8(C9)， 册 除了 可 以 引入 某 些 简化 外 ， 眼 证 
明 引 理 1.9.1 一 样 ,可 以 得 到 如 下 形式 的 估计 
О(ФСуш, фФОни) < C71) Qu, Dap Daa) 


+ Cs Ў [Ош 
Л 


+K. D) {ФР (1.9.25) 
DET 

从 而 引 理 证 毕 。 
定理 1.9.2 的 证 明 问题 (1.1.4),《1.1.5)《g = 0) 的 解 ,将 作为 
具有 条 忻 (1.9.17) 的 粮 贺 型 方程 (1.9.16) 的 解 在 6 — 0 时 的 极限 而 
得 到 ， 我 们 首先 假设 1e C(Q0U >), 令 (00 m 1, N) А 
QUI ARREDARE: О 不 含有 边界 的 点 , 而 对 于 ij > 工 的 
GAA IR ЙН ;相当 小 , 使 得 在 0; 内 可 以 引入 局 部 坐标 
oi ym， 并 生 使 边界 位 于 平面 yo 一 0 内 ， 且 对 于 8 的 点 有 
357709, 4 Cord, UG] 和 (o) 是 对 应 于 覆盖 {9;} 的 单位 分 解 ( 参 
看 第 二 章 $ 1), # рф; mS E, X 2® y == cons > 0, 而 且 在 X, 
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Ped.e.N SEE Фусу. RINEN 

йй < СГ (19.26) 
其 中 ,常数 Ci 与 s X. 从 估计 (1.9.26) 推 得 : 可 以 找 一 个 序列 
s 0, 使 得 在 空间 WKO) 中 w(x) — ul) SUO ЕНТ 
极限 函数 (x) ,成 立 (1.9.9), 即 对 于 pp 之 2, uC) 是 (1.1.4),(1.1.5) 
的 具有 所 要 求 性 质 的 解 。 从 Соболев АЗЕ (参看 [125, 84, 
139] 或 第 一 章 $ 1) 推 得 , 如 果 2Cp 一 А), M u (z) € CHA), 
我 们 指出 ， 如 果 Р TWO), 那么 我 们 可 以 用 CAU E) 类 中 
的 函数 f, 在 WiO) 的 范 数 下 来 逼近 它 ， 而 且 (1.1.4)，(1.1.5) 


的 解 可 以 作为 E gre 通过 某 一 序列 趋 于 0 时 и, 的 极限 来 获得 。 


因此 为 了 证 明定 理 192, 只 要 得 到 信 计 (1.9.26) RET. 
显然 不 等 式 


м 
lulia < У е, о 


<2N У) loiDs el К.е, о 
E 
s n p 
рр СЕ xs 
i314. SÑ ду. ° 
成 立 . 极 据 引 理 19.2, 对 于 具有 函数 e= eu v 的 积分 UPDs tells 
fart (1.9.19) 成 立 。 现在 我 们 来 估计 关系 式 (1.9.27) 的 最 后 和 式 。 
我 们 证 明 ,对 于 任意 的 a >00 MSp 


BT [ 


«(n £x lo d 


саб, / em 


(1.9.27) 


oy 
| P; r Diu. 


+ Kilo + llla] (1.928) 
为 此 目的 ,在 a= GNAN, j > 1, 我 们 用 局 部 坐标 uL. 
来 写 出 (1.9.16)。 我 们 有 


+ 124+. 


Llu) = ваш, + sutuy, 十 Gay, 十 Buy са = ] 
根据 形式 Ou, v) 的 定义 , 对 于 支 集 在 wG > 1) 内 的 任 一 光 谓 
函数 #, 我 们 有 

CC + Bp us) 


i 
ee 00, а) v2] 23 nt eas tsn) 


k=1 
S Gn + виена) } + Кый GL329) 
[TH 


HT X — 2,, REKI Qi 充分 小 ,那么 在 o, 内 我 们 有 
"> iss a" > 0 (1.9.30) 


因此 ,考虑 到 对 于 и 一 фи. 的 不 等 式 (1.9.29》, 我 们 得 到 
ШТА S < CAE" + s”) (pie), Cu 
+ Фин š] 
< Cd QCoim , Pita) 


+] Gt итн Qm 


+ z (ба + ви) Cosmo ugs 01 


+ КФ.) 
出 此 推出 


Пека „ S нь, M 


` 2 S рг. + COCom, en) 
1 А 


. + Edo; li (1.9.31) 
应 用 《1.9.20) 不 难 证 明 
[ICT фи.) < КФ + АФ. 


+ à, S MD ACA (1.9.32) 
5 
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其 中 常数 ak А. 
HI 一 工 的 不 等 式 (1.9.18), 我 们 扒 得 
{хр n + Mo DS 


< & { у) їр wl Moo] 
ЕЛ 


+ у) ерй + („Н (1.9.33) 
£o Lg 


WB С1.9.31), (1.9.32) 80 (1.9.33) A 
> lVo;DS asl + уз „6 


«(n Sem + 2 toma] 


+ КАЯ, + П} (1.9.34) 
这 表示 当 1 ~ 1 时 ,不 等 式 (1.9.28) 成 立 . 

我 们 用 归纳 法 证 明 (1.9.28) 对 于 任意 的 Ln phar. BUE 
对 于 bo 成 立 , 我 们 证 朋 这 个 关系 式 对 于 ! = h + 1 PRY. 
从 (1.9.18) 推 得 

MD’ 


b + 


well + NpiDs, ш 


Shati 


e> ES рэ P5, ss, d] 


< Srat 

+ KC за + Mo (1.9.35) 
我 们 考虑 对 于 “ 一 o Duss, КЖК (1.9.29), HEER AR A 
(1.9.30), E ШКЕЖЕ (1.9.31) BDEE ACIE ELI Fei  ， 


D eis ms, ll Cs 21 0 Coi Ds as, DS а) 
5 


E 
» 


+ 21р Cu. LL 
Ty 


8 
ha 


+ Ko{ 22 epus 
35, 
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+ У) ФО шй | (1.9.36) 
Dern | 


从 引 更 1.9.1 推 得 不 等 式 
i QCPD ec Ds, m) 


< Ign, Ds, piDs н) + КПФ, (19.37) 
因为 在 2 上 Di фрун. = 0, 所 以 我 们 可 以 愉 (1.9.20),(1.9.37》 
推 得 

У; QCoDs us oiDi u) 


E 
=< Кб Bf o + нао} 
从 (1.9.36) 和 最 后 的 不 等 式 得 出 


23 loD s ues 


5n 
«(n + 2); loD’ s ies, 


74 АТ 


+ К.В, н.о + Певао) (1.9.38) 
现在 我 们 将 + 之 2，p 十 ?+ 一 如 十 1 的 算 子 D00 作 
用 到 方程 L(x) = f 上 去 ,得 到 


9, 
тз us 
--—1 > (et + ept )giDs, — p» TIT 
zd д'и, 
一 Xe + spt piDs, КЕТТИ | 
+ DV + + Anm (1.9.39) 


fen 


其 中 , 4, È АУ, KRAE suppg, 外 等 于 0。 记 
住 条 件 1.9.30), 有 (1.9.39) 得 出 ,对 于 e 十 7 一 十 1, 有 


MCN [ [ ; zal 
+ 5 [eai] 
агы! ym 
+ КАС о + Па) (1.940) 
因此 ,如 果 假设 形 如 
à 
E je 
Sperei Yn 
c „ O'u |2 
«(s T £x) [Ж є 
АТ Bico P» 7755 gy; llo 
+ Ко + lllo) (1.941) 


的 估计 对 于 rm r 成 立 , MUDA (1.9.40) 推 得 间 样 形式 (1.9.417 对 
于 + 一 re 十 1 也 是 成 立 的 ,因为 由 于 (1.9.38) 和 (1.9.35), (19.41) 
对 于 了 一 工 成 立 , 从 而 推 得 (1.9.41) 对 于 P + r < k + 1 的 所 有 
РЯ 都 成 立 , 即 对 于 了 一 十 1 (1.9.28) fr. 

我 们 利用 不 等 式 《1.9.28) 来 估计 (1.9.27) 中 最 后 和 式 的 各 项 。 
假设 常数 0. 取 充分 小 ， 而 且 根据 定理 1.9.1 的 条 件 2)， 常 数 充 
分 大 ,我 们 利用 (1.9.27) 短 到 估计 


Пи, а СПАВ о + Menelao (1.9.42) 
用 完全 相同 的 方法 ,我 们 可 以 得 到 对 于 1 < z АЗЕ 
Пи. о < C. fla + iselio} (1.9.43) 
由 于 
АН < Cor (1.9.44) 


显然 成 立 , 因而 从 《1.9.42) 一 (1.9.44) 推 得 估计 《1.9.26), 定理 证 
Ф. 

如 果 a 一 1， 则 定理 1.9.2 推 得 问题 (1.1.4), (1.1.5) 在 积分 
等 式 (1.5.3)7 意 义 下 弱 解 存在 的 条 件 。 
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第 二 章 ” 二 阶 微分 方程 的 弱 解 的 
局 部 光滑 性 和 亚 本 图 性 


第 二 章 基 本 上 涉及 了 具 非 负 特征 形式 的 二 阶 方程 罚 解 的 局 部 
光 清 性 的 研究 ,特别 是 亚 裙 句 性 条 件 的 研究 。 

正如 我 们 在 引言 中 说 过 ,形式 (9) 的 二 阶 方程 类 的 亚 丹 较 性 条 
件 首先 是 由 Hirmander 的 论文 吗 给 出 的 。 对 于 一 般 二 阶 方程 的 傅 
况 则 是 在 [1131 和 第 二 章 55, $6 中 给 出 的 。 Hirmander 的 证 明 利 
用 了 李 代 数理 论 的 某 些 结果 和 特殊 的 函数 空间 ,Harmander 关于 亚 
枉 圆 性 定理 的 其 它 证 明基 于 拟 微分 算 子 理论 ,将 在 本 章 $5 中 给 出 . 

在 56 中 给 出 具 非 负 特征 形式 但 不 可 能 表 为 形式 (9) 的 二 阶 亚 
本 加 型 方程 的 一 些 例子 。 在 这 一 节 中 给 出 关于 一 般 二 阶 方程 亚 攀 
圆 性 的 结果 ， 在 S5 中 还 证 明 Hormander 定理 的 条 件 可 以 减弱- 
对 于 一 般 二 阶 方程 类 似 的 定理 在 $6 中 证 朋 , 在 55 和 $6 中 ,方程 
的 亚 精 锅 性 是 作为 Schauder 型 先 验 估计 的 推论 来 证 明 的 。 在 $7 
中 借助 于 М. В. Kemen”! 方法 ,利用 这 些 估计 来 构造 在 非 光 清 
区 域 上 亚 酉 圆 型 方程 第 一 边 值 问题 的 解 、 在 $1 和 82 中 发 展 了 关 
空间 JE, 和 关于 所 微分 算 子 的 基本 结果 ;并 给 出 研究 这 些 问题 
的 文献 的 详细 摘要 ， 在 SS 中 给 出 具 解 析 系 数 的 二 阶 方程 亚 实名 
性 的 充分 和 必要 条 件 。 


$1 87, d B 


这 一 节 是 辅助 性 质 的 ， 我 们 在 这 里 讨论 空间 W, КИЯ, 它 
是 我 们 处 理 问题 时 所 必需 的 . 

我 们 先 给 出 后 面 需要 的 一 些 符号 ,定义 和 广义 函数 论 的 定理 。 
Фат ох К" 的 一 个 区 域 ,w(x) EARDERE E 
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W «GO 在 9@ 中 的 支 集 是 集合 [>3xe O, u(x) = 0) ËJ, EE 
# 的 支 集 用 suppu 表示 .我 们 用 CICO) 表示 在 9 内 无 限 次 可 微 函 
nie ОАА. WT К" 的 任意 集合 4, 我 们 
把 CECA) 理解 为 在 CECR”) 中 使 得 suppp C 4 的 所 有 实 项 数 9 的 
集合 ， 以 下 的 单位 分 解 定理 成 立 , 

定理 2.1.1 假设 9,，*……，Q 是 开 集 , MKEK R, GER 
ОБОК, 那么 存在 这 样 的 蚤 数 e; € ССО), 8 o; > 0 而 且 
Zio ск БАЖ Ур 1, 

我 们 用 “表示 多 重 指标 a, o am 这 里 o; 是 非 负 整数 ， 其 
和 5га, 120 |а| ,乘积 ml ant 记 为 a! 我 们 还 引入 符号 


D; = —i-S-, D = Dp- -Dip 
EM 


REVI, {ИШ S 一 enum. 定义 在 C3(0) 中 的 
ЫЙ p LOE (е) 称 为 8 内 的 广义 函数 ,如 果 uCp) 满足 条 件 : 
Dule + сир) = epi) + cnp), Жс с; ERG Po 
PECICA); 2) š n— oo 时, (p) — 0, 如 果 序列 mm 在 下 面 意 
义 下 收 伍 于 0 :对 于 任意 多 重 指标 e, no» co 时 supo|Dep.| — 
0, 并 且 在 9 内 存在 一 个 紧 集 天, 它 包含 所 有 函数 o, 的 支 集 - 

可 以 用 这 种 方法 定义 序列 收 化 于 0 的 С 函数 的 线性 空间 记 
为 D(9)， 在 9 内 的 广义 函数 的 这 种 定义 等 价 于 FEE: 在 
Q 内 的 广义 函数 是 定义 在 Cg CO) 内 的 函数 上 的 泛 函 ug), RU 
条 件 1), 并 且 对 于 任何 紧 集 KCO, 存在 常数 C 和 天 ， 使 得 


CORT 2 зор1р°р|, 9€ CK) 


在 9 内 所 有 广义 函数 的 集合 将 记 为 D' (о), 显然 , 在 D'(O) 中 的 
广义 函数 形成 一 个 向 量 空间 ， 具 有 通常 加 法 和 用 复数 乘法 的 运算 
EX: 
(awa + азиз) = am, p) + amp); um € D'CO), 
9€ CECO), a, a = const 
如 果 对 于 任意 函数 pe C¿CO) 
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йти (р) == uCp) 
我 们 就 称 广义 函数 xCp) 是 D'( Q) rh” LER ир) dE j — co W 
的 极限 ， 可 以 证 明 , 如 果 广 义 函数 序列 u (p) 是 这 样 的 ， 对 于 任意 
的 函数 pe C8(9), 极限 
limp) == #(ф) 

存在 ,那么 x(q) 是 D'CO) 的 广义 函数 . 如 果 对 于 一 切 pe C3(9,)， 
inp) = uCp), 其 中 9, 是 点 z 的 某 邻 域 , 我 们 就 说 Р' СО) 的 两 个 
广义 函数 u, ЖП uy ЕА € 昌 的 邹 域 内 相等 . 

对 某 个 点 x, 假设 不 存在 邻 域 使 得 ” 在 那里 等 于 零 ,所 有 这 种 
点 * 的 集合 称 为 广义 函数 CEA ` 

从 这 个 定义 推 得 ,在 9 中 supp u HIME u = 0, 即 如 提 pe 
C; (9) 而 且 supp u Nsuppp = Ø, Wl ws(p) 一 0， 这 里 及 其 它 各 处 
SCR SE, 

J^ AER «€ D'Co) 的 导数 Dau 用 方程 

Dislp) 一 —D,p), pE CECA) 

Е, ШЖ, габр) = (—)isiu(D°p), pE CECA), WR ue 
D'(Q) 而 se C=(Q), 那么 wq) E a КУАНА 
(ou)(p) = ибоф)› pE CICO) 
定义 ， 假 设 p(#) 是 严 个 变量 E. ce Em 带 复 系数 的 多 项 式 ， 我 
TUB РСР) 表示 PC) 中 用 D; 代替 E, 所 得 到 的 微分 算 子 。 显然 

. P(D)e e эш PE)e' 
其 中 《xz， E) = nË, 十 十 xngw。 我 们 记 

“үш ӨС) _ iD: 
исы БЫ 
成 立 广义 的 Leibniz 公式 
P(D)(au) = Y, 2 (Da XPD Ju) балл) 


两 个 连续 函数 x 和 (其 中 一 个 在 К” 有 紧 支 集 ) 的 卷 积 и жр 
用 公式 
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(еже) = Jas ндо = [адеб — y)dy Co 


XX. 《这 里 及 下 面 , 如 果 没 有 上 明显 标 出 积分 区 域 ,就 是 指 整 个 R” 
空间 .》 
Inf& wc D'CR") ТІН фе CECR") А иже 表示 用 方程 
(иж ф)(х) = u,(g(x — y)) (2.1.2) 
定义 的 函数 , 其 中 w, 表示 作用 在 plz — y) Pf, 将 p(x 一 7 看 
fE y 的 函数 而 * 固定 . 
我 们 理解 集合 
Ac B= (e + y; z€ Aj ye B] 
为 R" rp BEAR A AR BOKEH. 
定理 2.12 WAED (R) WH рє СЕСК"), Wa u*q € 
CECR”), 而 且 зиррби Жар) С-зирри + ѕиррр, ЖК, 
“(а xp) = (D'u) * g = wk (Dg) 


定理 213 假设 pe CR), | pdx 一 1, p> 0, soppp = 


fesla] < IDTE pC) = a7 (2), е е = сова > 0. 如 果 
uE D'(R”), Bj axo, € CCR”), ЗЕҢ. 
suppu ж pe) Сирри + (x; [x| < s) 
ЖЕ DCR") BH e — 0]. иж, — u, 
函数 fe SZ CR") 的 Fourier 变换 了 用 公式 


HE) 一 f eDi Cedr (21.3) 
ях. шй Кю 也 属于 (Е) BARRAR 
Ka) = Gy" | "enis (24.4) 


ЖМ. 我 们 用 3 表示 所 有 这 样 函 数 o € ССК") вка: 对 于 任 
ESEE” me 


sup |z^D^g(z) | < со 
J 


如 果 在 3 上 引进 如 下 的 半 范 系 (参看 [144]): 
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Pos 9) == sup ја?ербе) | (21.5) 


那么 S 类 的 函数 形成 一 个 局 部 紧 致 拓 杆 空间 .显然 C3CR”)CS, 
定理 2.14 Fourier 变 痪 把 5 ERRA S. HS HARO Fo- 
urier 变换 的 公式 (2.1.4) ЗГ. Рур Ч Fourier 变换 是 Ё,ф(Е), 
ifj хур 的 Fourier 变换 是 一 Di6(E)。 
定理 2.1.5 ИЖ pu E s 的 函数 ,那么 有 


[oos - LL (2.1.6) 
[eset = Go" [osa Олл) 
~ А 
Gx) ó: ó (2.1.8) 
(фф) — Qz)"$*$ (2.1.9) 


ЗАНЕ ЕК МЗ] S 的 一 个 广义 函数 ， 因 
为 C3CS, 而 且 由 于 在 DCR") 中 序列 的 收敛 性 推出 它 在 S 上 的 收 
伍 性 ,所 以 在 8 中 , 每 个 广义 函数 产生 一 个 DOR). 上 的 连续 线性 
泛 函 , 即 它 是 PCR”") 中 的 一 个 广义 函数 

容易 验证 集合 C8 在 S 中 稠密 ,而 且 5' 可 以 连续 向 人 DR”). 

fuk «e 5, 那么 广义 函数 uCp) 的 Fourier 变换 #, 用 方程 


alp) = «(ф), e€ $ (21.10) 
定义 ， 
对 于 S' 内 的 每 个 广义 函数 ，Fourier 变换 反 演 公式 成 立 形式 
а= Gy" 


其 中 对 于 9e S, ë = oe), MAF S 内 的 广义 函数 Rp) 一 
«ф). 

定理 2.1.6 ME DR”) 内 广义 函数 up) 具有 紧 支 集 , 那 么 
# € 8 而且“ 的 Fourier 变换 对 于 # 的 一 切 复 值 可 以 用 公式 

ACE) 一 ue 79) 

定义 ,并 且 ACET E PEPERIT RUNE, . 

定理 2.1.1—2.1.6 的 证 明 可 以 在 所 [40],[56],[1201 或 [1261 
中 找到 。 
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在 函数 空间 $ 中 ,我 们 引入 数量 积 
ба, 0), Ону" face Ыш Quan 

其 中 s 是 任意 实数 。 此 数量 积 生成 范 数 
lal? = Ga), = Оа)" fa + [EY [aG PAE (21.12) 


空间 5 关于 这 个 范 数 的 闭 包 称 为 空间 ES. TRA, 是 一 个 可 分 
Hilbert 25 [8], 


定理 2.1.7 空间 2 , 周 构 于 3 内 广义 函数 * 的 子 空间 ,此 子 
空间 的 wx) 的 Fourier 变换 ACE) 是 一 个 普通 函数 ,并 且 


ta = Qo" (а + états < ю (2113) 
证 明 对 于 ,中 属于 5 的 每 个 元 素 ,我 们 用 
пр) = | apdr; n pes 


联系 一 个 8 内 的 广义 函数 。 如 果 序列 а, 是 QE WERN BAE 
对 应 一 个 广义 函数 Cp), ES 内 等 于 im wm。 这 个 极限 存在 , 这 


是 因为 对 于 每 个 pe S, 3 n- oo 时 tim [wpdz 存在 。 事实 上 ,外 
用 paiseval 方程 和 Schwarz. 不 等 式 ,我 们 得 到 
еа. — oe | = Gs но Ф < la, — lieti 

(2.1.14) 
因为 序列 a, 是 基本 列 ,所 以 当 n, a'> oo 时 ,(2.1.14) 的 右 端 趋 于 
。 我 们 将 验证 等 于 lim и, 的 广义 函数 具有 Fourier 变换 ACE), 
使 得 条 件 (2.1.13) We. 
因为 
le, н = бу" | + iis — а,в 
由 此 推 得 加 梅 丰 具有 《2.1.12》 右 端 给 出 落 数 的 函数 空间 的 一 个 
基本 序列 ， 这 个 空间 的 完备 性 可 以 从 5:(R") 的 完备 性 推 得 , A 
此 存在 一 个 函数 (5) 使 得 条 件 (2 1.13) 满足 ,而 且 


18. 


{б + ito — АС Рае — 0, o comt (2,115) 
我 们 将 证 明 函 数 (8) ERAM Em w 的 Fourier dei, 

根据 (2.1.6) 和 广义 函数 的 Fourier 变换 的 定义 ,有 

[аа рае = (0) = G) 
задн з п -> со р IE HG (2.1.15), 我 们 得 到 
fois — Ф) = 0) 
这 表示 ГЕ) EP IER uCp) = lim es (p) 的 Fourier ЕЙ. Ж 
在 假设 (p) 是 8 RRRA RE: 其 Fourier 变换 是 满 
足 条 件 (2.1.13) 的 函数 ACD. RIERREN 2,0), 使 得 
(5) єс (ву 并 且 
Ja + Рас — „(ЮГЕ > 0, m ок} 
那么 由 公式 
„бф = (20 ерсе 

定义 的 函数 we 属于 空间 5 并 且 形成 空间 ФЕ, АБЕУ, B 
方程 


{кк = [фах = н.с) 
ЧЕН ES 有 
Ва uG) = [apis = 2р) = «СФ) 
这 表示 序列 w 在 57 中 收敛 于 我 们 考虑 的 广义 函数 e), 并且 
在 空间 QE", rh ERU H9, 
因此 对 于 ФЕ, BORA CR u 以 一 对 -的 方式 对 应 于 了 的 ~ 
个 广义 函数 lp) 使 得 
a Q7 [а + tert cote 
其 中 (5) 是 广义 函数 a( p) 的 Fourier. 变换 ,而 且 lel, 是 在 空间 
多 ,中 的 元 素 “ 的 范 数 定理 证 毕 。 
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容易 证 明 空 间 QE, 的 如 下 性 质 : 


1) 如 果 <n WACK, ЖА 
loli, < 141, (2.1.16) 
2) IG е) =< 19141, (24.17) 
这 个 不 等 式 是 把 Schwarz 不 等 式 应 用 到 (2.1.11) ARRA IHE 
导出 来 的 . 
3) Wi we Quas, RI 
| 如 经 | < llalli: (24.18) 
4) iu uc QE RB ve 97, ,, WA COL) 定义 它们 的 
RER (и. 0), 成 立 如 下 不 等 式 ; 
10а, о) | «0 (21.19) 
012 ( stalia + laa) Ga20 


其 中 是 一 个 任意 数 ， 不 等 式 (2.1.19) 有 时 称 为 广义 Schwarz 不 
等 式 . 

容易 看 出 ,如 果 * = 0, 则 空间 E", 与 空间 S (Rm) 重合 , 如 
果 : 是 正 整 数 , 则 26, 5 Соболев 空间 Wi EA, Wi 由 直至 
阶 广义 导数 属于 SOR) 的 函数 组 成 (参看 [1251). 

ER 2.1.8 (Соболев 媒人 定理 ) weg VR) 其 中 
U > mAH kE ХАРД, a 6 CHR”), 

证 明 在 3 中 的 函数 * 满足 关系 


СОСТОЯ 


«aja» анас ав 
因此 
«Glen = So mag DU < c G + Ip cona 
larak se R. 4 


其 中 常数 C, 与 “无关 .因为 21 > mw, 由 这 个 佑 计 及 Schwarz 不 等 
式 , 推 得 
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«Geo < e [а + temen ffa + ise 
+ acras]? < сйм, Qaan) 


如 果 we E CR”), РЕЯ) a, € 5, ERN л — со 
时 :je 一 wr > 0 fü B H asn co Rfs lun — чана 0. А 
(2.1.21) 推 得 当 я, n — оо В, Па, 一 uellet 一 0。 因此 存在 一 个 
函数 w ,使 得 当 — co 时 jw 一 wcw 一 0， 显然 在 R" 内 三 
w, 

X» 219 空间 .2 是 关于 空间 QU. MUERE CTS 
ÉL, 这 表示 ,如 果 v є 9€ 则 

IG) = G, v) = Q7 [ЕЕ 
是 ФЕ, ЛН ВОН ТЕВЕ, EIER I ARET (21... 
MARA - i 
lel, = sup Er , (2.1.22) 

ЖҮ. 

相反 ,在 ФЕ, ER SPI RERUIETERR о (и, s, 
其 中 国 数 ve GE. онай, орна ЕТ lel. 

证 明 对 于 we lne EE, ИПА Ke) = Gee, B 
88 (2.1.19), [1G] < [Ле], 因此 (а) ЖЕ, ЕА 
REZE. 


б Ки) БЕ 
: BE = sup Ed (21.23) 
推出 


аюга + уола + Iia 
[б + emisoras |" 


li] = sup 
* 


(24.24) 
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利用 Schwarz 不 等 式 ,我 们 得 到 

fal < reli... (2.1.25) 
Ж (2.1.23) 的 右 端 ,代替 广义 函数 4, 其 Fourier 变换 等 于 AE) - 
О + 全 | 我 们 得 到 | 

ШЕ (21.26) 
У Q.125) 91 (2.1.26) 48] (2.1.22), i 

现在 假设 i(w) 是 26, О-ДУН ЖӘНЕ. 由 Riesz 5E 

Ж, Iu) = (и, s), 而 县 М = Nele erp a, we 全 REE 
铭 ;内 的 数量 积 的 定义 《2.1.11), 有 


i) = Gy "| + EDAEN 


= бю" га + (P Ye YE = G 0), 

其 中 "是 广义 函数 ， 其 Fourier 变换 等 于 (1+ ЕРУН 8). R 
жоє QE LH. 101, == По. SR HI 一 elo. M Mt 
lel, REMEE. 

жш 2110 在 D(R") БИС T OUR 
X € RET 2 _,, ， 

证 明 Ф $E C8(R") ЎН УВЕ $= 1. XE GE 
CECR HERR. WA и(ф) = «(0o + (1 — 9)9)—u(0q). 
БЕЛЫЕ « 只 作用 于 supppCK 的 CECR") 中 的 函数 
上 ,其 中 K 是 R" 的 某 个 紧 集 ， 我 们 假设 对 于 任意 的 !e К' 不 属 
TOF BIE we BE 任 总)。* 不 能 表示 为 形式 uon 
这 表示 存在 函数 序列 o, € C3(K) 使 得 

бф! D nllo, = 1,2, 7 

函数 д, ~ Сее Dg, АЯГА KORR. ALAN >, 


时 le, < EREET = 1,2, oos M noe сор}, ouo 


0, 从 定理 2.1.8 和 估计 (5.1.21) E 0, ЖЕРИ SB BOR 
FO. {Н ulpa) = н(ф, Гг 1.) 2 1, 所 以 当 — co А, (Ф) 
KAFU ЭРЕР s helo) < Cholo Mue GE. 
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定理 2.1.11 如 果 空间 SU, 的 元 素 集合 fw ER ERKA 
TOR, LERN OP, 的 范 数 下 一致 有 界 ，! > s, MALAE 
2, KEREK. 

证 明 只 需要 对 于 所 有 u€ C3CK) 的 情况 证 明定 理 2.1.11 
BUT. ALEN 部 ,中 的 每 个 4, 在 $ 内 存在 一 个 函数 o, 使 
得 ` 
le, — e, 


假设 Be СЕСК") BEKE $ = 1, 则 gu, mms 并 且 
lou, — фи), € Clun — wai С 1.27) 


其 中 C 与 ?无 关 . 估计 《2.1.27) 可 以 从 下 节 将 要 证 明 的 定理 2.2.1 
推 得 。 如 果 序 列 m 是 基本 序列 ,那么 从 (2.1.27) He фи, EE, 
的 基本 序列 ,其 递 也 成 立 。 对 元 素 集合 {pwn}, 定 理 2.1.11 的 假设 
Wig. 


lwl < Ci, В. supp фи, СК, 

其 中 K, 是 К” 的 有 界 集合 ， 此 外 Фа, Є CR”). 
因此 在 证 明定 理 时 , 我 们 可 以 假设 ss C8(R”)， "P «c 
ЙН. вира, СК, 我 们 证 明 从 序列 {s} 中 可 以 取出 一 个 在 e, 
中 的 基本 子 序列 。 假 设 w 在 多 h BERRAET E sh 
的 任意 es us, o), o (и, 2) 。 我 们 来 估计 jws 一 om 小。 假设 e> 
0 是 任意 的 数 ,那么 对 于 所 有 的 # Mn, WEN > NCE), 我 们 有 


Сануи Fs — 8e TC + EPE 


оні 
«ауа + NY a, — POL + 9) 
< Qx) "AC + Ny" < е (2.1.28) 
GU 是 在 空间 RAE ns En) RR ТЕЧ ON 的 有 限 


АЖ. BF aE OU, ФЗН, ATEA BREY 
det e Jr ,序列 


2189: 


о = «coe hood 


Щщ n — oo 时 收敛 ,其 中 pe C3CR") 并 且 对 于 任意 的 n.u, == ne. 
我 们 选取 点 Et, 使 得 对 于 任意 的 EE SN) FEA EHE 
TOC — etna 
«мео — евна). ө 
其 中 8 > 0 是 将 在 下 面 选取 的 常数 .由 此 推 得 ， 如 果 r n 充分 
大 , 则 对 于 18| <N, | 和 (6) 一 各 :5)| < 35， 因 此 ,如 果 n," 38 
AKAR o 一 Ce) 选取 充分 小 , 则 
(COA NON ân — &, IL + ТЕРЕ «е (2.129) 
如 果 # 和 ww 充分 大 ,从 (2.1.28) 和 (2.1.29) 推 得 llus sl < 
2s, 即 序列 и, 在 如 ,中 是 基本 序列. 
定理 2.1.12 Бо, ВАРЕНО є > 0 和 任 


XJ w € 9C, 不等式 
lll, < shelli, + Cel, (2.1.30) 


成 立 ,其 中 
` ишп 
C, = CC, s з)в 57^ 


而 且 CC sas s3) = const > 0 依赖 于 mo F sse 
证 明 对 于 任意 的 M > 0, 我 们 有 


G+ Ee = G + маж eyes Leu 


如 果 我 们 应 用 初等 不 等 式 (例如 参看 [125]》 d 


ав + м; Lelei (21з2) 
? 4 P a 


取 值 
s= MG HIED boli p= 
我 们 得 到 


+140, 


manu 


ys ach ya ba 
ма + |" > LE io + UY + мун 

f (2.1.33) 
从 (2.1.31) 和 估计 (2.1.33) 推 得 : 
G + [EY eC + LEID + вуза + dos 


(21.34) 


Жен, s ~ pM, JCCLLM) 和 26, 的 范 数 的 定义 得 到 


lli, < eleli, + T (ре) 7529, li, 


因此 定理 2.1.12 证 毕 。 
空间 E, 广泛 应 用 于 偏 微 分 方程 问题 的 研究 中 . 大 量 的 文献 
致力 于 研究 这 种 空间 (例如 参看 [56, 125, 139 
RTH GC CO) 表示 D'CO) КЕНГ NARRA: 对 于 
CEO) WER Ф, du € 六 


= 


$2. 拟 微分 算 子 的 一 些 性 质 


下 面 我 们 将 用 到 具有 属于 茶 特殊 类 型 象征 的 拟 获 分 算 子 。 上 且 
前 有 相当 大 量 的 文献 致力 于 研究 拟 微 分 算 子 的 理论 (参看 [22,23， 
53,54, 65, 137] 等 等 )，。 为 了 读者 的 方便 ， 我 们 在 这 里 不 仅 介绍 
所 微分 算 子 理论 的 新 成 果 ， 同 时 还 介绍 我 们 需要 的 但 已 熟知 的 部 
分 


一 个 拟 微 分 算 子 是 定义 在 S 类 中 函数 “上 的 一 个 算 子 P, € 
有 形式 


Put) = Qu" eG, Юйде ена (224) 


Herh ACE) 是 函数 n(x) 的 Fourier 3538, fü Р(х, £) Е — Ж, 
称 为 算 子 了 的 象征 ， 


* 31 ° 


我 们 假设 所 考虑 的 算 子 的 象征 满足 下 列 条 件 : 
a) 函数 pr. E) 可 以 表示 为 形式 
Р(х, E) = PE) + Рх, E) (2.2.2) 

Jerh,p (£) 是 5 的 一 个 无 限 次 可 微 函数 ,对 于 所 有 的 5 都 有 定义 ; 
йй pz, 5) 是 * 和 的 无 限 次 可 微 函 数 ， 对 于 一 切 的 x€ К" 和 
£ € R" 有 定义 ,上 且 对 于 每 个 了 , ERI Р(х, E) 作为 x 的 函数 具有 属 
TES KC R” 的 支 集 , 即 对 于 хе RAK HEER”, рх, £)— 
0, 

b) 存在 一 个 ok R', РЕЖЕТ 0 和 8 以 及 任 
Ж) r € R" 和 5 € К", 估计 


ES PCE) |< c.G + ISI eID (22.3 


aE“ 


ES Db, D |< cQ + eom (2.2.4) 
1 

成 立 ,常数 Cs。 和 Cas 仅 依赖 于 “ 和 8。 容易 看 到 , 算 子 P 将 3 中 

的 函数 e 变 为 函数 Px, 且 仍 在 5 中 。 

下 面 证 明 的 定理 2.2.1 一 2.2.5,2.2.7 和 2.2.8 对 于 更 广泛 的 一 类 
象征 仍然 成 立 。 特 别 是 ， 对 于 2Cr, E) 在 5 类 中 是 变量 x qui BJ 
一 个 无 限 次 可 微 函数 ， 并 且 关于 变量 z 对 任意 不 和 任意 多 重 指标 
LETS Ric 有 


G + ppe |E ap PPD |< Сы + 全 各 -mp (225) 


的 情况 ктш Cras RRIT k, а 和 有， 这 些 定 理 的 证 明 过 
程 不 改变 。 
我 们 先 证 明和 如 下 的 输 助 命题: 
引 理 2.2.1 对 于 任意 的 se R' 和 在 К” 中 的 任意 在 和 
аж SOT || «270 + (2.2.6) 
证 明 ”由 不 等 式 
IEL = la + (ë — DF <2i# — а 21а? 


1 + EP < 2G( + IE — 2120 + 19 
用 同样 的 方法 ,我 们 得 到 
1 + [n «20 + |ë — 0100 + 141°) 
因此 
Q + Mio + л" < 2/0 + E — 81" 
. G + ds]D + |8|99 MA + 1 Liu 
由 此 得 到 所 要 的 不 等 式 。 
Эра 222 ”对 于 任意 满足 0 <O 所 1 的 96 和 任意 的 se R', 
不 等 式 : 
G + |w + ӨСЕ — 01) LAG + |Ë на + 1910970 


(27) 
和 
(1 + [x CE — ID < EO + + G + LEID 
(2.2.8) 
对 于 R” 中 的 任意 $ fin Gr. 


证 明 жй 15—51 dsl 显然 


G + ly + ӨСЕ 0) 21 + [sls 
(14 la + 0(8 DPY < 490 + [pon 


ATA la HL >> dnb TU 


a + ln 968 — Py < + b 
KAG In — EDD + и)" 

从 这 些 不 等 式 容易 推 得 (2.2.7), 由 于 或 者 ln 00 — 1 < 141 
或 者 + ӨЕ) < | 的 事实 ,可 以 推 得 不 等 式 (2.2.8). 

ФИТ Абс, E) 表示 函数 PCs E) 关于 变量 * 的 Fourier 变 
PH Ст, D 表示 导数 bib Eb: 067, 

308223 ”对 于 任意 多 重 指标 “及 M 20, (PE — WB 
Cou 使 得 


LELE EJ 


aztal 


Се ED < c. (1 + ВЕРУ 2 0 e dI (229) 

证 明 用 分 部 积分 变换 HP 的 积分 ， 记 住 估计 (2.2.4) 和 函数 

PC, E) 的 性 质 a) 由 站 对 于 任意 的 $, supp iG; D) CK, 容易 得 
到 这 个 不 等 式 。 


引 理 224 假设 | 145) < eo. 则 


1 2 |f ace — Decor eaten | lace lashelolel, (2:210) 
证 明 由 Schwarz 不 等 式 
1< Цас — plana (fla — otiscovss)escot] 
-aax (fiar (fea )е (ffrae 
= ду” тастасам 
引 理 证 毕 。 
EA 2.21 (关于 拟 微分 算 子 的 有 界 性 7 假设 Pu 是 象征 为 pCx， 
的 一 个 算 子 ，pC*, E) 满足 条 件 a) 和 b)。 则 对 于 每 个 5e R', 
THERE :的 一 个 常数 С, ERIT S 内 的 任 春 函 数 4 有 
el < Сш (2.211) 
证 明 B Pal, < |Р, ПР, Жон Р, ERIE СЕ) 
HURJAT, P 是 象征 为 p(x,) 的 拟 微 分 算 子 。 根据 Z, W 
数 的 定义 和 具有 [o] 一 0 的 条 件 (2.2.3)， 有 
leal = Озу" [а + JP P ag 


< са + юа < cul, 
(2.22) 


现在 我 们 来 估计 Pa. 考虑 函数 Poe 的 Fourier 变换 ,其 中 
“Es, RAR 


Бор = Cay” [he — E EDEME (2213) 


DLL 


其 中 , b(z, E) ERR p (z, E) 关于 变量 z 的 Fourier 变换 。 对 
于 任意 的 函数 we 5, 由 Parseval 27 819 


[neos = Qu) {fac — s, ESEE Edn 
利用 (2.2.6) 和 具有 Jal 一 0 的 《2.2.9), 我 们 得 到 
[род < 77 || ж — E> ас NACE) авав. 


z+ 


UO SE 


< c, ffa ds — EPY "PC + LED) 
+ ai рават < ef а + a = em a 


ASI. ADIO + [a| S Gd 


这 里 选取 M EEM 一 15| 2 m + 1, WERA (2.2.10) 来 
估计 最 后 的 积分 ,我 们 得 到 


ROZA 


« «(асра + мру} (асга 
+ ja lD a) < самі, 
从 最 后 不 等 式 和 定理 2.1.9 淮 得 
ри], < Cielo, (2214) 
有 从 (2.2.12) 和 (2.2.14) Rt T E RENS 
因为 在 5 中 的 函数 * 的 集合 在 S, HRE 所 以 我 们 看 到 算 
子 P 可 以 在 OE. 中 闲 化 并 且 保持 (2.2.11 成 立 。 
我 们 注意 到 ,这 可 以 从 定理 2.2 1 ЙЫШ, 特别 是 ， 如 果 p (a) € 
CECR"), WATER sc Ft, 有 
loul, < Сш, (2245) 
H, С, = соп > 0 B. «€ 2#,. 
对 于 任意 的 算 子 P, 使 得 (2.2.117 混 式 的 不 等 式 成 立 的 数 = 的 
下 限 称 为 了 的 阶 数 。 
定理 222 (关于 拟 微分 算 子 的 乘积 ) 假设 P MO 是 象征 
кх, E) 和 g(x， E) ШШК ИТ. Ti Р(х, E) aes E) 分 别 江 


EID 


E c = a, Ñi o = o PRAE a) f b). 令 (PO), 是 象征 为 
Pu Р(х, E) ° Diale, E) 

的 拟 微分 算 子 ， 则 对 于 5S 中 的 一 切 u, 有 

Р. Qu = (P0)xa + Тун 
其 中 , 算 子 Tw REX o, + o; — N BRI 

Wr well, < Съз (2.216) 

证 明 因为 Pu = Ра + Pee i Qu = Ош + Qu, Жип PSP; 
Qi 0з 是 分 别 以 PCE), Р, EJs a (s аба, E) 为 象征 的 拟 微 分 
算 子 ,我 们 有 
PQu = P Q; + POw + P.O + PO, 

ATOPO) 的 象征 显然 可 以 表示 为 形式 


Уу LO му, E) + Drglx, E) = Pa) + Pe, Da 


M< et ӘБ" 
lei . el 
因为 算 子 P.9, 的 象征 等 于 PD OD, MALAT AO 的 象征 等 于 
PG, ЕКЕ), 由 此 推 得 
Туш = POu — (РО)ьи = Р,Ош — (P,Qi)nu + Р,Ош — (PO yu 
Hh PO) 有 象征 
An SE PG) ра, E) 
而 且 PQ) 有 象征 
1 БШ 
- "E 
因此 ,为 了 证 明定 理 2.2.2, 只 需要 证 明 
{Ти = OPQ; — (Р,0,) дн < Ск. Диа 


PG, D)D*aGs E) 


和 
1 = ПОРО — (PQ) дч < CS, Пина ron 
БАЕ ЖОМЕ T P Ra QW E p (8) = 0 R a,(E) = OR W UR 
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及 BG, £) = OR CE) = 0 的 情况 证 明定 理 ?.2.2。 下 面 我 们 
ЖЯ РЕ) = 010) = 0 的 情况 证 明定 理 . 

考虑 函数 Тун <= P Ou 一 (PuQ.)wu 的 Fourin 变换 。 根据 
《2.2.13) 我 们 有 


TQ) = G> [tha — r8 — E, RE) dar , 


оо — ораев Q2) 
Job, С.) EAE 0,0). IBEX TRE RE = BJ Four Ж 
B юа 
To= orps (2218) 
其 中 ， EEN тини, 我 们 得 到 G, E) 的 表达 式 
SG, E) m Gy D L BP в, DG» ЮЧ 
变换 积分 变量 , 令 P =r — E 并 将 2 的 这 个 表达 式 代 入 (2.2.17)， 
得 到 
TD = aac — к, [ви r о) 


- 2 н т, DG DIL 
. (22.19) 
对 于 [е] = 0, 按照 引 理 22.3, 我 们 有 
бс — 6, ЕУ] < C.G + [e — EP)? + [E]? (22.20) 
其 中 MM = const 0, 
根据 Taylor 公式 ;有 
Н(т,Е, а) = $n —7,:)— >; Tl go(,— ng — £y 
Гаі, et 
- 2 ает + Or — EE ~ 5) 
(2221) 
其 中 0<6 < L, UB (2.2.19) 和 Parseval 方程 ,我 们 得 到 


name 


Оа су 
= ое" [дт — suce, Esa) 


00020) асаваа (2222) 
Жш и, ш Є5, MEIR 223 和 公式 (2.2.21), 我 们 有 
(т, 5.) M са + |a — 09) + |š + 6(z 
Юю а + р 
其 中 , М, > 0 是 任意 整数 ,而 C, 依赖 于 M:。 利用 在 引 理 2. 2.2 ф 
证 明了 的 不 等 式 ,我 们 得 到 
IHG, E, т) < C(1 + ug уа + 16—87 
паж Ру ETE FR! (2.2.23) 
由 于 根据 引 理 221 
<r+ {з py «x27 "a peo glos eats + qp sa 
Gary n Tei C + т-а + Ir ЕР 
此 外 ,因为 对 于 任意 的 
G + [E[277 < 27701 ч 1 [7701 + [n — р) 
从 (2.2.23) 推 得 
IHC, 8, | < se * Irc ipte сизин 
+11807 + qose "Qo la |" 
(2124) 
考虑 到 估计 (2.2.24), (2.2.20) 和 方程 (2.2.22), 我 们 得 到 


[rco «суа + teta + rmt 


ES 


Hz 


(+1 — g |2) #019: HENNI + а=) 2 
"ТСС 284 тат (2.225) 


选取 MM, 使 得 一 Mi 十 [5| < —(m + 1): 再 取 M 使 得 不 等 式 
一 + N+ 2|ja, — N| + M, < —(m + 1) 


BI 


成 立 ， 
容易 看 到 ,将 (2.2.25) WEARS r 积分 后 ,得 到 


оаа | < са n -— 


x G + жеч a + wp 
* 140) 1443 
把 引 理 22.4 应 用 到 最 后 的 积分 ,得 到 
|| ricos 
由 此 及 定理 2.1.9 推 得 对 5 的 一 切 w, 有 
1тө], < Coliseo 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 Aes E) = 0 和 
WEO 一 0 情况 下 的 定 再 222, 对 玉 这 种 情况 计算 从 路 。 我 们 有 
FG, E) = PCE) ла Pa = DIG) 


< Сш] 


容易 看 到 
Tis) = (29) 7р0) [at — E bio 


一 Co Y) LRD C, peat, 


а 2) 65" 
— E, EJE dE 
(Ty) = Qo fac -55 


[рер У ре — ey OEG an 
Іама G! 
(2.2.26) 
此 外 ;可 以 用 估计 (2.2.22) 的 方法 来 估计 积分 (2.2.26)， 利 用 Ta. 
ylor 公式 ,估计 (2.2.9) 和 引 理 22.1 及 引 理 2.2.2, 我 们 得 到 


IG, өз = [277 [|a ов DEE 


— 86 ~ EAEI < aff азан 
+ Юа + [a — [orbem m 


из, 


х [aE Bn) lasdn 
选取 以 之 0 25% Ж» Ж B AUB DL 2.2.4, 我 们 得 到 (Тун, w) S 
С], 01, EREE. 
RERA РЕЖАТ АЯП B ВТ: 14, В] = 
АВ — ВА, 
定理 2.2.3( 关 于 换 位 子 ) 假设 P 和 8 是 象征 分 别 满足 ce, 
Ж о = o ARTE 2) 和 b) 的 氟 微 分 算 子 。 那 么 
ЇР, Ql = (PO) — (QP)yu + Tyu (2.2.27) 
其 中 TEZA а Бо – N Br: 对 于 w ES 和 s ER! 
[Тхи |, < С, 
定理 1.2.3 可 以 从 定理 2.2.2 立刻 推 得 ， 
如 果 N 一 1, 队 0227) 得 到 
(LP,0 Tell, < С, (2.2.28) 
RNA G ET К” 内 有 界 集合 G 的 闭 包 。 
定理 2.2.4( 拟 局 部 性 ) 假设 G, 和 GEE R” 中 的 两 个 有 
REX G, G, 一 5. QAR p) € CIR”) 并 且 suppmCG， 
Wi « ЖЛЕ C8CR") 中 的 任意 函数 并 且 suppxwCG。 则 对 于 每 个 
N> 08 £ ER, 存在 一 个 常数 C(N,s, G1, G,), 使 得 
lp Pulini < СОМ, š, Giy С), (2.2.29) 
证 明 假设 ple) 是 СЕСК") ВО ОРАК. 在 G, E 
p= 1 3Ë B. supp; 16, = Ф, А фРи 一 ФРрм, RIRE 
PPpzw。 算 子 piP 可 以 看 作 象征 为 pele, 5) 的 一 个 拟 微分 算 
3-Р”, HU pon PPeax。 和 再 由 拟 微 分 算 子 的 乘积 定理 222, R 
们 有 


Pp = Pu + Тыш 
其 中 算 子 P” 具有 象征 


D Z 6s р) Pte) 


laleN, € 
因为 supp Ф, П supp 9a = 8 ， 此 式 恒 等 子 0。 如 果 NN; > N + c, 
其 中 "是 算 子 己 的 阶 , 则 Tu, 最 多 为 一 NN 阶 。 因 此 piPpx 一 Tst， 
+1. 


并 且 
[фри у, = [ф,Ррәи |w, < Chuli; кє C6(G;) 

这 就 证 明了 定理 . 

我 位 用 P* 来 表示 在 27, WAT P HERRAT MIT 5 
中 的 任意 xp 

(Ри, 0), == (и, P*v)o 

如 下 的 定理 成 立 . 

定理 2.225 (6 T 3) 假设 P 是 一 个 拟 微 分 算 子 ,其 象 
征 满足 条 件 DRH т Wi Й A (Р*), 是 象征 为 


„22. E p: 8 Š= 1 p(x, 5) (2.2.30) 
的 拟 微 分 算 子 。 则 对 于 任意 的 NN 守 1 
P* = (Р*) + Tw (2.2.31) 
其 中 , 算 子 Tw 最 多 为 o 一 N 阶 , 即 
IT sel, < СОМ, г) # € S (2.2.32) 


证 明 RA P— P, + P,, ЖР, ЯП PAESE GO 
P.G, E), XAK 


Quir) = Сн) [EAEE 
= Gr" (ACE BOE NRE ME = (и, Рә), 


其 中 РУ 是 象征 为 如 C5) 的 拟 微 分 算 子 ,由 此 推 得 只 需要 对 于 .二 

0 的 铺 况 证 明定 理 2.2.5 NÉ Т. NH 多 ,中 范 数 的 定义 ， 

(Trus 0), 
ДЕ 


Па, = sup » 065 


我 们 估计 
(Туш, о) == ((P* — (Pu, 0) = (u,Pr — (Руми n). 
利用 Parseval 方程 ,我 们 得 到 


(Тун, om Он) АСЕ T DEG 
- С Салох 


e i514 


ERRE Pu 的 象征 关于 x 的 Fourier 变换 等 于 
КИ И S` lg 
„22, eU op 0—1, E) pH ai"? (—л,®&) 


mi 
(Ту, y Gy? асас [е — a, 0 


— iPUG-aDG-i5ee 


taign- €] 
为 了 估计 
HE, 1) МЕ от) D LOE — n, DG 09 
Іама G] 


我 们 应 用 Taylor 公式 ， 根 据 引 理 22.3 我 们 有 不 等 式 
IRE, | =| 35 E PPG — n + 6G — X — EY 
Фа 


«оа + а ае PT а 
+ [n — EX 
其 中 0<0 和 1， 利 用 引 理 2.2.2 的 不 等 式 《2.2.7)》 R (2.2.8) 和 不 
等 式 (2.2.6), 我 们 得 到 
[HG DE < GG + EDG + t — g p-ni- 
因此 
ICT, о), e umm [fact Lon 


Or DEG + lal 18 ау 


* EGE, Les < c || паста + 181922 


GDA + aÉ G te—al memtin ga 
(2.2.33) 
我 们 选取 M 使 得 


(N +2|o — N| + [= M)  —(m + 1) 


+152, 


把 引 理 22.4 应 用 到 {2.2.33) 的 最 后 积分 ,我 们 得 到 ~ 
Се, 9X] Са 0, 
从 而 ` 
17и, < Cil ns 
定理 证 毕 . ， 
容易 看 出 ， 系数 无 限 次 可 微 RENAR 区 域外 为 常数 的 т, 
阶 线性 微分 算 子 PG. D) 是 一 CEST. UE Р(х, БИЙ Ж 
o= m 的 条 人 性 z) 和 b). 
我 们 用 Eu 表示 一 个 象征 为 
pPI + JEPY (2.2.34) 
的 氢 微分 算 子 ,其 中 s€ R', 而 函数 plx) 属于 CCR”) 显然 算 子 
Еш 的 象征 满足 0 = + 的 条 件 a) RI b). 
定理 226 对 于 R" 中 的 任意 有 界 区 域 G 和 s,s € R', 存在 
常数 C (依赖 于 s,s), N 和 6, 使 得 对 于 CIG) КИЕК v, 
成 立 不 等 式 


leles, Е, + Сй,» (1135) 
其 中 ,在 互 内 p(x) = 1, GCG。 
证 明 Ф Фе) € CIR"), # G 上 由 二 1; 而 且 在 soppp 
上 vp 二 1。 我 们 考虑 算 子 
x, = K — E, 


其 中 
Ке = 0" Q + [EIE деен 


利用 拟 微 分 算 子 的 乘积 定理 2.22, HT CCG7 中 的 任意 函数 * 
得 到 


mum афи D) LOK 一 Bu + Tyu 
19-1 G1 


其 中 EP« 是 象征 为 


де! зул 
eG) EIC + ЕРУ 


„зә 


BRUT, KOu PREH (0/080 + 1E 的 拟定 
分 算 子 ,并 且 算 子 Ton 最 多 为 :一 N 阶 ， 即 
07,1, < С}, HF ses, r€ p 
限 通 常 一 样 ， 我 们 用 due ЖС). 因为 在 p(x) WERE 
P(x) zm 1， 我 们 知道 算 子 ФСК 一 EO Ju 的 象征 对 于 任意 的 
多 重 指标 “ ЧЕР 0, 从 而 对 于 we C3CG), Kiw — Em 十 wwy 因 此 
helles < Esel, Сн ы-н ECEE) 

定理 2.2.7 BUPRIORIAUAXT.RAdINRo-1N 
Яа) 和 b), 则 对 于 任意 的 Se R' Rl л, < 0, 存在 一 个 常数 CG, 
使 得 对 于 5 中 的 任意 函 微 «, 有 

ПЕР, Oil < CG, sH UPa + psa + [Он], 


+ 10%, + dul) (2.2.36) 
证 明 Gerta- ESA i 
ПСР, Oleh? = ССРО 一 9P)u, K"IP, Ош» (2.2.37) 
是 显然 的 。 根 据 (2.1.19) MERATE, 
СРО — QP)u, K"LP, Qu), 
< |СОн, P*K"EP, О]а) + |(Pu, Q*K"EP, Os 
< [Оа + IIP*K"EP, Qul... + Pull 
+ lO*K*[P, QYuj2, (2.2.38) 
由 于 定理 22.180223, 因为 a < 0, 我 们 得 到 估计 
lo*K*[P, QYu|*, < 21K"[P, Q10*«l[, + 2][0*, 
КР, On):, < С. О*и|2,, + HECO, 
КІР, Qui. + [е ы) < CANO u, + dul) 
(2.2.39) 
用 完全 相同 的 方法 ,我 们 得 到 
ЇР*К“[Р, Olut, < 21р, Q P*a! 
+ 2IEP*, K"EP, QJ Jul, < CAUPU + llu|2)C2.2.40) 
У (2.2.37)—(2.2.40) 881 (2.2.36). 
下 面 的 定理 是 定理 2.2.7 8122.5 的 推论 。 
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X18 228 QUE PRIORE о = 1 的 条 件 a)8 b) 的 
实 象 征 的 拟 微分 算 子 。 则 对 于 任意 的 5 < 0 和 任意 的 é RS {Р 
在 一 个 常数 СО, s) 使 得 对 于 $ 中 的 任意 函数 x, 有 : 
WP, Ql Ls < C(s, aH Pali + Пре, + 人 从 


X3 229 R PCE), 11, 66, N EIN 3MET Р, 
的 象征 ,满足 一 上 的 条 件 .a) 和 Pb), 并 且 假 设 对 于 属于 闭 集 玉 的 
一 切 x, 有 


| > {plxs DP + 129 с„(1 |2), с, = consc» 0 (2.2.41) 

FE 
则 对 于 C8CG) 中 的 任意 函数 v, 有 

Ilic Pali + dp] em (2242) 
f=1 
其 中 GCG 
PI NETT TT 
Mu ' да 
Роба, E) = 6G) (3 Ip, EP + ) 
ИИ В, Жой eG) ECG) НЕЙ б фе, R 
们 用 Py! 表示 象征 为 
ЕЛ w 
Ко p lb DP + ) 
j=1 
的 拟 微分 算 子 。 那 么 根据 定理 2.2.2 有 
PVP = nya + Ти (2.2.43) 
其 中 Tw 是 一 个 最 多 为 一 1 阶 的 算 子 . 

ЮЕ б E Ф) = 13:8. «€ C8CG)， 从 (2.2.43) 推 得 
{н < 2]Pç'Pa |, + 2] Tul, < Ca hPa + Jal) (22.4) 
容易 看 出 . 
MPa < GEEN al? + dt (2245) 


+153. 


事实 上 


кх) — Фш)]$\ RPM 
š { + IP 下 DD 


因为 象征 
" m 
коң! +>, inn 
к= 


对 应 于 最 多 为 零 阶 的 拟 微分 算 子 ,而 且 Р! 最 多 为 —1 阶 , 从 定理 
2.2.2 我 们 有 ` I 


Pal? < c, Ë: IP; + Түн + Poa E | 
471 


其 中 Ta 是 一 个 最 多 为 零 阶 的 算 子 ， 因此 不 等 式 (2.2.45) 成 立 。 
从 (2.2.44) 和 《2.2.45) 推 得 定理 的 论断 ， 


$3. 亚 精 加 性 的 一 个 必要 条 件 


具有 定义 在 区 域 QC R” 内 无 限 次 可 微 系数 的 一 个 线性 微分 
ЖТ. POI ОТО, ИЖЕР D'(Q) 内 的 任意 广义 函 
Ж“ 和 任意 区 域 QC9， 从 条 御 Pu € C(O) 可 以 推出 在 和 内 
无 限 次 可 徽 。 微分 算 子 亚 枉 圆 性 的 报 念 是 由 Schwartz 7Е [120] 
中 引入 的 。Hérmander 研究 了 常 系数 亚 彬 圆 方程 (参看 [50, 511) 
及 变 系数 亚 本 圆 方 程 (参看 [52, 53，55])。 亚 构 圆 方程 也 是 论文 
[21, 76, 114, 122, 130, 138] 的 主题 。 

ТЕШЕН Hop — Er AE ЕЕ — 14 0G AE, 
对 于 任意 阶 微分 算 子 类 似 的 定理 也 成 立 (参看 [55]) 

ZA 23I 如 果 具 有 C(O) ЖАЗ ач (к) Бк) cQ) 
的 二 阶 算 子 


10и) = аиы, 十 Dus, + cu Озал) 
ERR Q KERM MAY, MATE 0 内 的 任意 点 * E — E eR", 
*156+ 


或 者 
aE 20, ЖЖ aM QE <0 (23.2) 
证 明 我 们 用 (z, E) RR a GO ELE. BRERA S € O E 
ЖЕ (2.32) Жз. AEREE ERI E as E) > 0 
їй a(, 8") < 9。 那么 容易 看 到 存在 一 个 向 量 5 天 0, 使 得 
а(х, £9) = 0 H gradkea(<xa, E?) 55 0 (2.3.3) 
设 9 ER х, RARR: бсо, (E. iml, 
一 系列 这 样 的 闭 区 域 ; KC Kn4s 2,Ki = 0, 我 们 用 村 表示 定义 
在 О, 内 的 函数 = 的 线性 空间 ,使 得 
«€ CAO), Luc C"(Q)) 
在 MM 中 我 们 引入 半 范 的 一 个 可 数 集合 (参看 [144]》 


Рыби) == sup [u] + У sup |D°La] 
d iae Kr 


因为 由 假设 算 子 L(x) 是 亚 糖 贺 的 , 所 以 在 M 中 的 每 个 函数 * 在 
9, 内 是 无 限 次 可 微 的 。 设 Tu) 是 将 空间 M 幅 人 到 空间 c=Co,) 
BRAA T BUE M rp BRE EGER ee RET FEEDER I ERES 
作为 C~(9,) 的 函数 ,在 此 C" C0.) 空间 中 ,我 们 引入 半 范 系 


diulu) = У) sup |02] 
lee; Kt 


容易 看 到 算 子 工 的 图 象 是 封闭 的 。 因此 中 关于 F-2s 1885 Ж 
知 定理 (参看 [ 144], 第 二 章 56), 算 了 于 了 是 连续 的 ， 这 表示 对 于 空 
E C(O) 的 任意 半 范 3;,:， 存 在 一 个 半 范 p. 和 常数 C， 使 得 对 
于 M 中 的 任意 函数 « 
gi Tu) < CPG) (234) 
特别 是 从 (2.3.4) Wei dE MT BO EE е 满足 估计 


Іва) < € { suplu] + $ sup mL Gl] (2.3.5) 
u lagy FE 
其 中 入 是 茶 正 整 数 ,而 K, Ж {Ki} 系 的 一 个 元 案 , C = conet, 


下 看 我 们 证 明 ,如 果 存 在 一 个 满足 (2.3.3) рз) ж, 则 (2.3.5》 
是 不 可 能 的 。 为 此 我 们 考虑 定义 在 0, 中 的 函数 
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н 
v= M uj) nie), ү = const (2.3.6) 
бә 


ЗОНД papy 一 0， 并且 满足 gradp(xo) = E B9— КАЕ 
为 定义 在 0, 中 的 函数 p. HARTE E 条件 《2.3.3) 满足 , Ж 
所 周知 (参看 [101]), 如 果 点 r HIR О 充分 小 ， 那 么 这 种 函数 
ФС) 存在 并 且 属于 CCOO) 类 。 无限 次 可 微 函数 wi(j = 0, ND 
BRE 

L(v) = 007%), D'L(v) = 0(7*9), 3 ro» o B (23.7) 
确定 ， 那 么 将 ” 代 人 不 等 式 (2.3.5) 中 ,我 们 获得 此 不 等 式 的 右 端 
对 于 所 有 充分 大 的 上 AF EEH + -> co 时 无 限 地 增长 ， 这 个 
了 矛盾 证 明了 定理 ， 

因此 剩 下 只 需 证 明 :， 存在 满足 所 求 性 质 的 函数 w。 为 此 我 们 

BRLOH 


N 
L(v) = e» M Pt grado) 
jm 


4 (- У) ate, кайр) Бун, + Аи, ) + EA 


= 
其 中 4; 5 u, 296, В, RAT u; 和 它们 的 导数 ,而 且 ox ,8) 二 
Әа(х, £)/ 0E. 
我 们 定义 w 29278 


x aa, gridp)Dyi, — Aga = 0 

к= 
且 满 足 w(xo) = 1 ВОВЕ, RART E = вгайр(х) 有 дгайа(х,, 
E) © 0, 由 此 推 得 , 如 果 点 r HIRR 0, 充分 小 , 则 函数 mw 存在 
我 们 取 方程 


= Ў) 4? Ge, gradp)D,u; + Аш + Bia m 0 
` БЕН! 


的 解 作为 函数 zi。 此 方程 在 点 z BS tion Ж Н ЖЕК 可 微 
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解 。 因 此 ; 

ЖО = c'*i" By 
其 中 函数 Bw 与 + 无 关 , 因 此 上 (v) 满足 所 要 求 的 条 件 《2.3.7). 定 
HESS, 

对 于 任意 的 m 阶 微分 算 子 的 情况 ， 类 似 的 定理 也 成 立 (参看 
[551), 考虑 在 区 域 8 内 系数 无 限 次 可 微 的 mi 阶 微分 算 子 Рх, 
D), {ЇЇ PG. E) ARAT Р(х, D) 的 象征 的 主要 部 分 , 即 多 
项 式 Р(х, E) 的 所 有 m 阶 项 的 和 。 RAF Р(х, D) 的 象征 的 主 
要 部 分 P, E) RF EO REER 是 实 的 。 如 果 在 某 点 ncn 
上 ， 存 在 一 个 实 向 量 E =< 0 使 得 Co £9) 一 0， 但 对 于 某 个 j， 
ӘР(ха, £*)/08; = 0， 则 算 子 PCr, D) 在 区 域 9 内 不 可 能 是 亚 机 
圆 型 的 。 


$4. 微分 算 子 的 弱 解 局 部 光 衫 性 的 
ЭЖЕЕ: 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 证 明 对 算 子 P(x+, D) 作用 于 C?(9) 2808 
数 满足 某 些 先 难 估计 是 算 子 在 区 域内 亚 酉 图 性 的 充分 条 件 。 
如 果 方 程 的 右 端 具有 确定 的 光滑 度 , 则 它 也 是 毕 解 光滑 人 狂 的 条 件 。 

我 们 先 证 明 某 些 辅 助 命题 

假定 XC(x) € CICR) 而 之 0。 又 假设 X(x) 满足 


ЖЕ) -—0(15]O, 4 £08 (2.4.1) 
并 且 , 若 对 于 某 些 5e R" 和 一 切实 的 上 有 GE) 一 0， 则 
=o (2.4.2) 


我 们 定义 为 (9) 一 Xele). BARH E) — 208), 
我 们 引入 如 下 的 多 项 式 符号 和 对 应 于 它们 的 微分 算 子 。 对 子 
任意 多 重 指标 和 8， " 
Рё) m "КСЫ E), pe, E) = DPC E) 
щй, ~ 222206.) 


oi 
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Pe, В) = È PG E), Роб, E) m DE), jm derum 


ЖЕР, Р, P, PP, Po 由 相应 的 多 项 式 用 向 量 (Dis ---, 
Pu) REHAR EMAA. 
我 们 考虑 如 下 双 参 数 范 数 系 ; 


les = бю] Юа + Перуа + Lo nur 


其 中 y> 0, s€ R', 8 = const > 0, 显然 这 个 范 数 等 价 于 空间 
SC, 的 范 数 。 同 样 可 以 看 出 
йшй А, ( 当 aN0), E ue gs 


EEE, 
Tel, = sup lular (2.4.3) 
定理 241 (参见 156]) WRA x WE k> s Ж 
《2.4.1),(2.4.2), 则 对 于 每 个 NN > y, 存在 与 和 8 无 关 的 正常 数 
Ci, C 和 Cw,s 使 得 对 于 0<6 < 1 E E Lu „ЕЖЕ и, 成 
立 不 等 式 
de 


1 `. у " 
сїй ы < аа (1 + $7) "7 саа 


< Cisl. : (2.4.4) 
此 外 ,对 于 9, ВААЙ u, 不等式 
сй, < |, Mna + Cul Си, 


(24.5) 


成 立 , 
证 明 ”根据 QC. 范 数 的 定义 ,我 们 有 


[penna (oe) e E — on flaco ere aya 
其 中 


FG, 5) = | (+ IEDR en (1 + 27) 4 
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EIE 


这 里 ,我 们 应 用 了 卷 积 的 Fourer 变换 公式 


£= -$:é 
T BURIED > 1。 在 积分 (2.4.6) 中 我 们 引入 新 的 积分 变量 
£= ejg] (24.7) 


此 得 到 
FCE, 8) = (14151 uet NL a б Jem " 
<( EDEA + 18E fis "ру" и 
Дае) оа umma 
+ гу (24.8) 
因为 名 位 于 $ 类 中 ,并 且 根 据 (2.4.1), 对 于 小 的 1， 有 
aese 


HH k >s, WF |5| 和 1, 由 于 条 件 《2.4.1)， 积 分 《2.4.6) 对 于 
Ето 一 致 有 界 ; 因此 我 们 可 以 确信 存在 一 个 常数 C,， 合 得 对 于 
ESSI 


FCE, 8) < C,G + Е) + Japy (249) 
M. (2.4.8) Яп (2.4.9) 推 得 


" * d 
| «жав "(1+2 zy E < Celtas 


ATAWA El ИХ (2.4.6) 的 下 界 ， 我 们 再 引信 新 变量 
+ 一 8 上 |。 我 们 得 出 


FE, 8) > G + [EIE Pn + ws |) 
и ze e epa + Jag 


ЖОХАН ИТЕ НИ: EEDE 的 解析 函数 ， 
ЕН (2.4.2), 积分 
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d E - di 

M dg irs 

Ra 一 5/15| 的 连续 函数 ,并 且 在 单位 球面 上 对 于 所 有 的 并 为 正 。 
此 外 ,对 于 [EL < 1 和 任意 的 N > 0, ROS ЕСЕ, 5) 之 0， 所 


以 
F(E, 8) + (1 + [EPEN 2 27 + EPC 二 | 站 | 
由 此 蕉 得 (2.4.4) 的 第 一 个 不 等 式 . 

如 果 在 不 等 式 《2.4.4) 中 令 5 ато, ЗВАНА (243) 
由 (244) 推 得 不 等 式 (2.45), 

TEIA (SR 1531) AMTER 222, JEELRIDURAE RA 
方法 来 证 明 . 

引 理 24.1 假定 F(z，D) 是 系数 属于 空间 CECR") 的 m Ë 
ОИТ. Q K= c lex), УЕЙ, BARF 
BÉ occa 中 的 任意 函数 x。 如 果 条 件 (2.4.1) 的 二 充分 大 并 
HE: <N —1⁄2, M] 

Ред) D EE ра, Dex: 


laic: 0 


ds 


z 
g^ £5. 
n в 


С-ы» (2410) 
证 明 4 
Ge) = PG DG ax) D 787. (Pe Gu Dye) xt 
ot 


lai Nt 


我 们 计算 函数 o 关于 xz 的 Fourier 变换 ,有 
&Q в) = Оя)" |[F — £, ЮЕ 


— D ZG 5, DG па )е COR 


d 
利用 Taylor 公式 得 到 
#0, 6) = Qu)" s — £, ЮЕ), E, т) 
其 中 
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юе, En) = JO E eE пу (вп + eG — 0) 


而 29 ВАЛ RERUR SR OV (E) JOE", 

根据 定理 2.1.9 

: sople, wh 
Пе, 


因此 我 们 来 估计 (e, w). H Parseval 方程 
G, == Он || — s, SE RSS E Edn 


lots = 


= (2) 2" f ОТЕ! + Dn 
` G + 9120)-2 HG , п) Едт (2.411) 
其 中 
B.G, 1) = B — E £)G + |41 
1 + JE [renim HARE л) 
容易 看 出 对 于 任意 的 MM, ШЖ |£ — al < 1n 2, W 
[Res £, | < Ci C1 + |Ë — 1 + Les PY (2.412) 
fB FFE Е ЯП, ' 
|Ку(в, Е, 3)| < Ce" 1 + |£ — n? m (2413) 
BUT Р(х, D) 的 系数 属于 CCR”) Ж, 所 以 从 引 理 2.2.3 
得 到 m 
lG — E, 1 < C + EDT G+ In — EP) Т 
其 中 N, 是 任意 正 数 。 令 |£ — n| < 151/2. BTICN IA 
了, 根据 (2.4.12》 有 


Ves (ss E, эр1 < CC + |ë — n OÈ + Len ym 
(HG, Dl < C + EPICHE + Jq Petar 


РЕА 


аш 
xez (1+ |а) 2 
利用 引 理 221,9 48 — 21  [n1/2, 我 们 有 
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IHLE, з)! < Сое + In — Hp EACH 
如 果 |£ — 31 > 11/2, 则 利用 
аж In) < (1 HHE 791) <4(1 + 1E |) 


及 不 等 式 (2.4.13) 和 引 理 22.1 所 证 的 不 等 式 ， 又 因为 二 +< 

N ifj H. йв < 1, 我 们 有 

ІАЕ) С + |n — £|) т G + [Ey Fee mem (ү 
жй < с, а 


— ЕР) мна N-D gsti 
选取 N, 充分 大 使 得 
=N + N + Js] 


N+ -et 
并 且 


i Ce 
2 , 2 
则 我 们 可 以 把 引 理 2.2.4 应 用 到 积分 《2,4.11) 上 去 ,有 
Ie, whl < Сш Йй ыы, e gar 
由 此 推 得 
ИШГЕ ҮТ лла) 

F в “+” 3 (2.414), #8 e 从 0 到 1 积分 ,我 们 获得 所 要 求 
的 不 等 式 (2.4.10). 

引 理 2.4.2 假设 P(x, D) 是 一 个 m 阶 的 线性 微分 算 子 ， 系 
数 属于 空间 C8(R”)。 则 对 于 任意 整数 N> 0 和 多 asm-r 中 的 
任意 函数 u, 不 等 式 


NC (iet) 
o s 


Ile KN- £ 
1 jg. 
< > cj llus wx, 72 ( us r de 
SIaI<N -1 в? Е 
+ Cn elits, (2.4.15) 


ЛТ, Я s, s R', 而 N, > 0 是 任意 的 充分 大 数 。 
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证 明 根据 《2.4.4) 我 们 有 


^ 
(ttes xtate (1 + £y E 

14116-2 79 E E 
<с, У] ПР (2.4.16) 


这 里 我 们 把 定理 2.4.1 应 用 到 函数 次 (代替 х) ЕНЕН, 
RARR х BJ Fourier 变换 等 于 il6“2/56“、 因 此 对 于 某 些 Ro 
它 也 满足 性 质 (2.4.1) 02.4.2). FORUBSERE 2.4.1, 我 们 得 到 


1 ~ PNT d 
Wise < ©› | B xe (1 +) E 


+ Cul Post] а-о (2.4.17) 
因为 N, > 0 1199, (Ри, ам, Се, s 而 从 
(2.4.16) fa (24.17) 推 得 (2.4.15)， 引 理 证 毕 。 
现在 我 们 在 区 域 0 内 建立 算 子 PCzx,D) 的 广义 解 的 光滑 性 和 
算 子 亚视 闹 性 的 基本 定理 。 
这 里 KK 表示 在 R” 中 的 任意 有 界 闭 集 . 
定理 24.2 假定 ?是 一 个 m 阶 线性 微分 算 子 ， 系 数 属于 空 
闻 Co (RO, 并 且 满 足下 面条 件 : 
L. 对 于 每 个 基 集 CO， 存在 一 个 常数 = %(K) 使 得 对 充 
分 大 的 N > 0, 不 等 式 
йө < CCK, N)llsl|2, + сек) Ри (2418) 


成 立 , 其 中 —N < s ü E. “ 是 C9CK) 的 任意 函数 。 
1. WPA KRE КСО, S^ ce R' 和 每 个 8 > 0， 存 在 一 
个 常数 ССК, s, b, №), 使 得 对 于 充分 大 的 N > 0, 不 等 式 


S Poul < ад Рай, + CCK, s, 8 Nea. (2419) 
E . 


成 立 , 其 中 一 N <+ + > s€ СК), 
ш,. 对 于 每 个 紧 集 KCQ\M (фм оня), 
每 个 sé R' 和 每 个 充分 大 的 N ,不 等 式 


165. 


> ПР < ССК, су Ри + CODES (2.4.20 


PLE 
成 立 , 其 中 一 (К) > 0, —N < + + sən € СЕСК). 

HL. 对 于 每 个 紧 集 КСО, &A € R'， 每 个 5, > 0 和 每 个 
充分 大 的 Y > 0, 不等式 


Do ПР B Pull? CC, N, s, Kel — (2420 


= 
成 立 , 其 中 一 N < ç + s> ue CP). 
那么 对 于 D'(9) 内 的 任意 广义 函数 z EG Pu € 977 (0), 
我 们 有 估计 
levi, < СС) le Pal? + loli 0.4.22) 
EPER p, p€ C3(0), 而 且 在 suppp 上 p, = 1, 此 外 , 或 者 在 
M E p= 1 Б suppe 1 M = Ø ;Y, = const < s + s, 
满足 条 件 I 一 II 的 微分 算 子 了 是 全 局 亚 得 圆 的 ， 即 如 果 e 
D'(Q) 而 且 Ps € c=(Q), 852, z € C<(9)X 如 果 集 合 对 是 空 的 , 则 
算 子 Pu 在 通常 意义 下 显然 是 亚 可 圆 的 (参看 $3)). 
为 了 证 明定 理 24.2, 我 们 利用 下 面 的 辅助 结果 . 
$2243 ”假设 算 子 PP 满足 定理 2.4.2 的 条 件 IU f Ut, WZ 
ТЕЛЯ КСО, БР, FERRO д, > 0 和 每 个 充分 大 的 
N >> 0, 估计 
Р и; < B. Pulli + C(8,, s, K, N, а, lal (2.423) 
成 立 ,其 中 常数 一 N < s + s, = 属于 空间 CK) Н c 和 
8 是 任意 的 多 重 指标 ， 
证 明 我 们 用 归纳 法 证 明 (24.23) 对 于 lel 一 1，181 一 0 
和 |al => 0,18] = 1, 由 于 条 件 二 和 三 ,估计 《2.4.23) зу. + 
а= (а, 55, 0), 9 = (асу 1,55, аһ). ЗАЕВА, бд 
Ж (24.23) 对 于 多 重 指标 成立, ЈА or 也 成 立 ， "b. di 
Leibniz 公式 (2.1.1) 4&1877 ГР), 2и = Piu, 其 中 7, ЗЕ 
上 一 个 函数 的 算 子 ,此 函数 在 K 内 等 于 而 且 属 于 集合 CR”) 
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因此 
НР и] = 11Р 21412 < cA LZ; Pola + LP ll 
(2.4.24) 
根据 (2.2.15), 12, «8 < САРВ, НИШ 
ПРЕВ2 lf + ЇР и < s| Рала 
| + CG, s K,N) lale + SIP Zilla 
利用 恒等式 PZu = Z,Pu + Ри, 得 到 
IP Zalen < СЇР + ПР} 
我 们 利用 条 件 UL, 的 不 等 式 (2.4.21) 来 估计 最 后 面 的 项 。 适当 选 
E das MA (2.4.24) 我 们 得 到 
ЇР ө}! < ЇР] Ыл + C(8,, з, K, N, a, ВШ 
现在 假设 8 = (hs os BO RE = (8, s Bi ss B8. 
假设 (2.4.23) 对 于 8 成立 ,我 们 证 明 它 对 于 bk. ЮА, 
ШР за = LPR Duli < CAP Rela + ЇР ОР} 


(24.25) 

根据 归纳 假设 

V POI Р Ош < da{ Pulia РО) СА 
(2.4.26) 


因为 PDjn = D Pu 一 Pou, 从 条 件 下 我 们 得 到 
{РО ш < 20Р нан + ПР) 
s UPa аы + ФРИ + Си (1427) 

从 估计 《2.4.25) 一 (2.4.27) 4 

ПРЕ < 8 Pallas + CC, N, s, K, a, В) |м 
这 就 是 所 要 求 的 结论 

引 理 2.4.4 ”假设 微分 算 子 满足 定理 2.4.2 的 条 件 TURO G, 
那么 对 于 每 个 紧 集 KCO\M ,每 个 sé R! 和 每 个 充分 大 的 N > 0, 
WR |e| > 1 ü E s€ Сек), 则 不 等 式 
ЇР и] < С(а, В, ғ, KPalrias + СОМ) 2) (2.4.28) 
mar. 

证 明 (Ait (2:528) 可 以 用 与 引 理 24.3 同样 的 方法 来 建立 . 


6167» 


对 于 [ol + |8] 一 1 根据 条 件 1,0428) 成 立 。 如 果 & = (а, 
309), lol 221, TEL о = (Gs +55, 6 + 1, ° "> в), WRIT 
Жа 2.4.3 的 证明 ,我 们 有 
ЇР и = EPR, Ziel 
由 归纳 假设 
{Р и + PBZm < CCo, 8, s, KYU Puliga 
+ 1Р2 на + CCN) En} 


?< САПР + PRZ eli (2.4.29) 


因此 ,利用 条 件 TU, 和 估 讨 式 (2.4.29), 我 们 
ЇР uli CCo, 8, ғ, К)ЦРи а-а 


得 到 
сома} (2.4.30 


如 果 8 — (A, i B.) MEE = (В, tto Brt la 505, б), 
ЇР и = РЕ, Dilal < САРИ + ЇР урш} 
利用 归纳 假设 ,方程 PD = D;Pu 一 Pou 和 条 件 下 ,我 们 得 到 
ПРЕ < CCa, в, ғ, KI Pula + ССМ) 
这 个 最 后 的 不 等 式 和 (2.4.30) fit Y BEECRISDR ESSO 28). 


定理 24.2 的 证 明 RITER TER Ф ECIAM) 
不 等 式 (2.4.22) 成 立 , 假定 HG 一 0, 1, 2 是 一 个 这 样 的 函数 
Ж: p, € CECONM) 而 且 在 supp; E фы == 1, Tf d = p. 


Фо. = bu* X... 096060) 并 且 6 Co(Q), НЕЯ 
2.1.10 推 得 ， 如 果 suppa; 在 О\М ШЕЖЕ. ШАРЖ 
2 有 和 一 切 j, 函数 € QE. 

下 面 昼 等 式 是 显然 的 ; 

PC X) = CiPu) X, + CUP, фФ1фын) kX 

+ [Ppa Xs) — (Phm) X 
下 面 我 们 来 估计 《2.4.31) 右 端 的 最 后 两 项 。 

ER М >а +: + m 1, ШГЕК? > a+ 
iom — s 我 们 利用 引 理 2.4.1 和 不 等 式 G + деу < 1, 
Y > 0, 得 到 

' w г" 
|, ЇР(фижх„) — (Poa) жх, ( + z) 


(2.4.31) 


-r de 
в 
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Q0 . "m AWKI 

< Бе NICE (1+2) 74 
+ Сфиј (2.4.32) 

中 ,，(2.4.32) 的 一 切 积分 都 是 有 限 的 ， 这 是 因为 wwe О, HL 
(2.4.4) 成 立 , 根 据 引 理 2.4.2, 因 为 do 20, ü R. > зт 


r RA 


' ара 624—180 PY de 
a f КРди) vx? en (1 +5) s 
< D с. Pod к е1 
1«|lal&N-1 ° 
5) # смеш, (24.33) 
g & 


其 中 :> —N, N, > 0 是 任意 充分 大 的 数 。 我 们 将 引 理 24.1 应 
用 到 算 子 Po, 并 且 以 5 一 lel RE ma。 因 此 我 们 得 到 


К 
f reso tiu (i £7 4e 

1 2 и: 
«reo xD oe 5) E 


i x 
+ > [olent uem 
1«|Bi«N-la]-1 ° 


T " 
+®) Sa D f CNP) 
E Ë — N-laii«v-14* 


‚Айй ae ntt ( + s 74 + СЪ] (24.34) 


从 引 理 242, 0 iu € QE, iB £ > + n + m, — |а| — r, 
得 到 


1 б 一 : ч 
[Kent xt a E 7-48. 
， , - 
< с}, ЇСР+›фин) ж Xal,- siint ^ ( * z) ES 
+ Съ, Фи], (2.4.35) 
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其 中 :> —N,, N, > 0 是 任何 充分 大 的 数 。 (2.4.34) BEST 
式 的 项 不 超过 Cj 用， 事实 上 :根据 定理 24.1, 有 
Ры») meo (i + £7 48 
< CH P enhi seal plsr 
因为 Poss 的 阶 不 大 于 m, ME 181 2 N — |а|, 因此 得 到 
ПР, „офи, iiis < СУФ wy < Суфи: 
从 这 些 估计 ,并 且 有 反复 应 用 (2.4.34), 得 到 


n m г 
Cod хае (1 + $5) 


Тт de 
8 


1 E PY d 
«e[ X ирска (1 5) E 
заа ^? £ M 


+ ds e] (2.4.36) 


PN 


因此 从 (2.4.32) 扒 得 
firmo — Cog xx te (1 + EE 


， 
«o, VP Cho XOU nn (1 


ама f. 
* 5)" + oat] (2.437) 
8 
我 们 利用 引 理 24.3 来 估计 (2.4.37) 的 右 端 ,得 到 

> робя (1e E)" 4 


1«lal&N-1 
< | IPG o (1 £) S + caont 
(2.4.38) 
从 不 等 式 (2.4.37) 和 (24.38), 我 们 得 到 第 一 基本 不 等 式 


Ся) — Cop) die (1 + 5)" E 


+170. 


«o[ (Poar {1 + 5 ”和 746 + CCa) ll 


(24.39) 
现在 我 们 来 估计 (2.4.31) PERA (LP, 16) n) ж X, 的 项 。 
利用 Leibniz 公式 来 计算 LP. oo, 我 们 得 到 


f ps odes xd (1 £7 


< X с, орен) Ва (1 


141916» 


+ Z) "de (2440) 
E Е 


以 算 子 ФАР 代替 算 子 P， 运 用 不 等 式 (2.4.37) 来 估计 最 后 的 
积分 ,我 们 得 到 


Jose Pte ex an (1 + Ey Ca 
< tesoros ae naher + 2 Eye 


+) ЛА Ga OM n 
I< уа! ° B 


(+ £ E) E + суын, Олл1) 


这 里 我 们 利用 了 如 下 的 事实 
> |, R NOTTATA ns™ (1 + sy = 


MT 
< Суфи! 


为 了 估计 〈2.4.41) 右 端 最 后 的 积分 ， RNATISH 244, 
考虑 到 定 环 2.2.1, 我 们 得 到 


f Vb eee POP Cien XO -las ( 


CT N I-a! 
OS 


-tie 


Zyka D [arse 


+= 
e D«IBIKN—1—l«l 


E 
Ë ' 
B. +) 7 3 e, (Одрия 


BN 
OB. (oe D)" 4e сыма) 


hs > №, N, > 0 是 任意 充分 大 的 数 .因此 我 们 得 到 第 二 基 


EKER: 
(IEP, oo o xta (1 + Жү" &. 
< Ca [i IPG xo (1 + EY" E horat] 

(24.42) 


现在 我 们 来 估计 《2.4.31) 的 左 端 。 从 估计 (2.4.39) & (2.442), 
对 于 任意 正 数 y 23b cm (fa «0, BA d; Pa € 2,, 


所 以 得 到 
Рона (1 + Ae 

< co ров, un (1+ 3)" 
a 


ds 
e 
， 
s LipC Be (1 + 5e 
- de 
еро) x. a Ж] 


+ Cu locat f 
(24.43) 


选取 再 一 E (24.43) 我 们 得 到 ; 对 于 任意 的 s& RRs < 0, 


有 
Pewxxobe* (i + 0)" 4 
сї 


< Ca [Lion xD 


T 


& 


ж po жее Se qos] (лм) 
因为 由 定理 22.1 
loul = lr < Са 

我 们 连续 地 应 用 对 于 s = 0, и, —?и, e, е 而且 相应 于 
{= 0， 1 的 不 等 式 (2.4.44)， 并 且 利用 每 个 不 等 式 去 估计 
前 一 不 等 式 右 端 出 现 的 第 一 项 。 因 此 我 们 得 到 

1 E S77 de 

f ПР(фиж х.) = ( + z) " 

< co ff Opto ног (+2 e 


+ D (Mupu) 


Aliae @. + honali } 
(2.4.45) 


因为 px € QE =, BI (2445) 右 端的 所 有 积分 有 限 。 如 果 2 充 


DAKEE UH Hm ts 
Fle Cous xie 


i 
= Cs 


= 
基于 这 个 不 等 式 , 容 易 证 明 


> 14уриј + Norali 


< z, 则 从 (2.4.45) 推 得 


| 


所 要 的 估计 (2.4.22), 事实 上 , 从 


(2.4.46) 


ЖЖ 2.4.1 和 估计 (2.4.18) (由 于 现在 证 明 的 定理 的 条 件 [, 此 估计 


成 立 ) 推 得 


1 E Là 
owl, < Coloni + | lesa. (1 + 5) 


< c, fiout + [| 


u 
Е 


Реже (1 + Ж” 


E 


应 用 不 等 式 《2,4.46)， 我 人 


loshin, < «mp Пеи Є Са Ë 


得 到 


У) ири + Фин | 
(24.47) 
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我 们 可 以 假设 函数 组 (4) 如 此 选取 : 使 得 加 一 9 ПТ Фа == 
vi. 常数 Ca 一 般 依赖 于 г, CAER «e D'CO) 确定 。 但 是 从 
(2.447) 型 的 不 等 式 推 得 : 对 于 每 个 紧 集 KCONM ， 我 们 可 以 假 
设 对 于 所 有 的 фи 常数 : 都 相同 ,其 中 xe D'CO), Pu c QE 而且 
pE CICK). 我 们 可 以 选取 :一 Yo 之 s + so。 因此 , 如果 suppp C 
OAM , Hi (24.47) 得 出 所 要 求 的 不 等 式 (2.422), 

E OAM 中 ,不 等 式 (2.4.22) 给 出 算 子 Ри WERA, ZE 
因为 着 e Pu € CO(AM), MIE (2.4.22) 对 于 任意 的 :，que 
e, f HK AGERE 2.1.8 推 得 pa € COM), 

RERMEM E. = 1 的 情况 下 证 明 (2.4.22). 

我 们 考 虞 在 СОСО) 中 这 样 的 函数 和 p: 在 supp e 上 p= 
1, 而 且 在 对 的 某 邻 域 内 四 至 1. 

对 于 所 考虑 的 函数 和 фо, fibt (2.4.39) 和 (2.4.41) 也 成 立 ， 
现在 由 引 理 2.4.3 和 定理 2.2.1 得 出 


' _ -rd 
(ер Симе + 5) " 4 
«0199-1-11 ° ` g. 6 


< [феде (+ 5) 7 3e cast 
- 
<28, f IPG n xli + y 7 e 


+, PAP — plaxo” (+ "各 
+ Callipo lli (2.4.48) 
BUS po 一 ОЗСА OAM 内 ,根据 估计 (2.4.46), 我 们 有 


f IPP 一 plet z.) hje ( + ү = 


+ 
< Ca l 2 MPH: ња (2.4.49) 
ке 


其 中 (d) 是 某 函数 组 ， EE ECOM), 并 且 在 suppds, 上 
Фала == 1, 而 在 supp( po 一 e) 上 所 有 的 Фа = 1。 如 前 面 的 情况 ， 
ume 


我 们 再 次 考虑 恒等式 (2.4.31). 
从 这 个 措 等 式 和 估计 (2.4.39), (24.41) Яп (2.4.49), 得 到 
РЕЯ GA de 
f ПРСфаж х, llis ( + z) s 
< f Ioa) vx, e” S + a, Pp Xe)e ( 


Ey £ cs [loai + {фай 
; 
PM 
k-0 
4 nc 十 ,我们 得 到 


[teo xoi 2 


， 
* e| le Pati) При + фын! + кы 
х0 


(24.50) 
根据 定理 的 条件 1 
[teen (1 + Жү” 4 
< ca [f eco (1 + £y" e+ top] 
(2.4.51) 


应 用 不 等 起 (2.4.50) defi (2.4.51) 的 右 端 ， 由 此 及 定理 2.4.1 
我 们 得 到 


Пен, < sup [иь 


А 
< e Пера + У) We. Palt + ouf + Т, 
k=0 


< Caile Puii + figuli) (24.52) 
t175- 


Eth o € C5(9)， 而 且 在 集合 seappm Usuppsus. Е qi = 1. 
SER suppp, CAM 的 情况 所 做 的 一 样 ,由 估计 (2.4.52) ЖЕ 

出 (2.4.22) ТТ РЕЖ АМАН ИЕ, 
定理 证 毕 。 


$5. Hórmander 算 子 的 先 验 估 计 和 亚 椭 敬 性 定理 


在 算 子 Xj(i 0, 1, 565, r) 的 某 些 李 代数 条 件 下 ，Hirma- 
ader 证 明了 形 为 


Pa = X) Xu + iX + ти (2.5.1) 
i=l 


КОАО E Е Il E BJ — 4 E EE, Корп Xe, D)= 
ZLaG)DAG = 0, 1, 5. r). 一 阶 微分 算 子 X; EKR ON F: 
有 实 的 无 限 次 可 微 系数 , 击 7 # Ору ЭСА ERR У аге РАХ, 

在 这 一 节 中 , 我 们 给 出 H5rmander 定理 的 另 一 种 证 明 ， 并 且 
还 证 明 关 于 算 子 Pe 亚 机 男性 的 更 一 般 定理 以 及 方程 Pr 一 了 的 
弱 解 的 局 部 光 消 性 定理 .为 此 且 的 ,我 们 对 算 子 《2.5.1) 建立 一 些 
先 验 估 计 , 并 且 找 出 关于 可 以 应 用 定理 2.4.2 的 条 件 。 下 一 节 将 
同样 的 方法 来 研究 有 关 具 有 非 负 特 征 形式 的 一 般 二 阶 方程 的 解 
的 光 衫 性 和 亚 椭 男 性 问题 。 对 于 某 类 高 阶 方程 类 似 的 定理 也 成 
立 。 因 为 所 有 的 讨论 都 在 2 内 的 某 紧 集 K 中 进行 ,我 们 可 以 假设 
《2.5.1) 的 系数 属于 ССО) 类 ， 如 果 必 要 时 可 以 用 一 个 函数 p(x) 
€ C3(9) GE K, Eo = 1) 乘 这 些 系数 ， 显 然 一 Px 一 上 是 一 个 
具 非 负 特征 形式 的 方程 。 

为 了 简单 起 见 , 在 $5 和 S6 中 我 们 用 (и, e) 表示 (a, s. 我 
们 先 证 如 下 的 辖 助 结果 。 

引 理 2.5.1 假设 A, 是 一 个 拟 微分 算 子 , 其 象征 满足 $2 的 条 
Жа) 和 5b), 其 中 o — s 那么 对 于 每 个 紧 集 KC9, 不 等 式 

ËP A|, < CC, K)CIPull + Пија) (2.5.2) 


im 
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RUF € C8CK) 成 立 ; CG, JOIS A EGIT + ШК, 
证 明 容易 验证 如 下 伍 等 式 : 
СР, ади = ЎЗ LK, АХ, + DX, D 41D 
名 


[Xs Alu 十 Uv , 416 (15.3) 


应 用 换 位 子 定理 22.3, RER (2228) 以 及 拟 微分 算 子 有 界 竹 定 
38 221,4. (25.3) 我 们 看 到 


HP, 4,412, < «(3 WX; EX), 411902, 
d= 


+ Уух, 4, Gul, + Ха АЛ, 
"EE 


ST E с, L +5 (54) 
EDB 
Re( Pu, u) = Re P Qu, u) + Хи, и) + (Yu, | 


(2.5.5) 
中 ,我 们 用 分 部 积分 变换 以 下 积分 : 
(Xiu, и) = (Хн + (Хш, (Xf — X), 
Ве (Ху, 4)] = Re [Eoo * ic Хш) 


+ +@,@ — x) | 


= Re È Cu, QU — X90) 
38 55) 给 出 


> IXa < Cow, «| + Ee. Cx¥ — хои) 
=i 


14775 


+ Š 1ш, QU — XD) + Kris 


(25.6) 
从 这 里 我 们 得 到 
> їХ < CCN Palli + Mel +— 92 [Н 
由 此 推 由 
Dal canali Meld Q52) 
dit Q5 和 (25.7) Sa 


VP Aul, < 21A, Pull, + 20Р, 4,342, < CC Pula + helli) 
5] EH, 

Ж 对 于 形式 为 4, Au + Ta 的 算 子 4,。 引 理 2.5.1 显然 
也 成 立 。 其 中 odo. 是 一 个 阶 数 最 多 为 :的 所 微分 算 子 ，Tw 是 一 
个 阶 数 最 多 为 一 N 的 算 子 ,这 里 N 0 是 一 个 充分 大 的 数 。 

定理 2.5.1 《能量 估计 ) 对 于 任意 的 函数 «€ СООК) 和 任意 
的 :之 0, 有 


йхш + 21 Gul ССК, AU Pull + leli} (2.5.8) 
= 


证 明 我们 注意 到 对 于 * 之 1 不 等 式 (2.5.8) 是 显然 的 . Ф Е, 
是 象征 由 公式 (2.2.34) 定义 的 氢 微 分 算 子 ,其 中 国 数 pe Ca (KO), 
HEHE K Fp = 1, KCK. 我 们 来 研究 Reé(PEs, Es), HÆ 
换 (2.5.5) 的 同样 方法 变换 此 表达 式 , 我 们 得 到 


Re(PE#, Еш) = > (X;Eu, Х,Ем) + (YE u, Еш) 


Ба 


+ NS QUE, (XF — X EA) 


ie 


+Ñ (Ea, G XE} (25.9) 
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由 关于 算 子 E, 的 定理 2.2.6, 对 于 每 个 函数 "< СЕСК), 我 们 有 


Y Bea Y MEX + СВ 


4-1 i=l 
А 

< JAKE + AE Хч) + Cile 
т 


由 换 位 子 [E,, Xi] 的 范 数 的 估计 《2.2.28), 我 们 得 到 
ME. Хи < Ciel 


因此 


5) ПХ] < c, (5 |X; Eni + n) (2.5.10) 
现在 我 们 利用 (2.5.9) 来 估计 X Eu 的 范 数 ， 应 用 氢 微分 算 

子 的 阶 的 定理 2.2.1 及 不 等 式 《2.1.19), 得 到 

Y ES ICE, EI - 22 (x Ea, QU — KOE) 


11 i-i 


* + WE, (XE 一 X) Ea) + Cual 


< 2| P Elz + Cli + i У NXE (2.5.11) 


根据 引 理 2.5.1, 我 们 有 
站 PE 仁和 CIL Ps + lod (2.5.12) 
从 不 等 式 《2.5.10) 一 (2.5.12), 我 们 得 出 结论 


È {Х| < CK Pulli + delh) (2513) 
= 


为 了 估计 Xet- RZB (PEu, ERX Eu), 这里， 
E? ERHET E AET. ШК 
(PEm, ЕЕ ХЕ ш) = Е 3X Euh 
+ (Еш, ЕЕ 4Х,Еш) 


OM OE, XIENE E) (2.5.14) 
Пе" 
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应 用 (2.1.19) 和 拟 微分 算 子 的 阶 的 定理 22.1, 我 们 得 到 估计 
[CP En, ЕЕ í4X,E,u)| sz 2| P Ell2. + Сен, 
cAlPalit Mak) 《2.5.157 
这 里 ,我 们 还 利用 了 (2.5.12)。 容易 看 到 
` |r Em, ЕЕ AXE) < Coll 
再 利用 不 等 式 (2.1.19), 定 理 22.1 和 2.2.3, 得 到 
[QGE s, XFE53E_yX,E,u)| < ХЕ, ДАЕ Е AXE 
以 及 不 等 式 
IX; Ello < Cu CIEX; + 1618) 
和 估计 
I XT ETE „ХЕ ш] < СЕЕ 4X, X;nlli + |1910) 
=< Call Xali + ella) 
由 此 推 得 
IOGE s, XFE*4E AXSEG)| < Cal Xsmall + ull) 
因此 从 (2.5.14), 我们 有 


йв XE AME Cofi Puli + 51 Xl + tuli, } зле) 
#=1 


由 定理 2.2.6, 对 于 任意 的 函数 uE CECI) ,我 们 得 到 不 等 式 
Ио |2.5 2E Xala + Celali АЕ SE Xl + Сш 
< Cal lE AXE и] 十 ||E_y[X,, E, Jal + 11) 
在 估计 最 后 这 个 不 等 式 的 右 端 时 ， 我 们 利用 《2.5.16) 和 换 位 
子 定 理 2.2.3, 得 到 
Ааа < CC Ри Mall.) (2.5.17) 
从 先 验 估计 (2.5.13) 和 (2.5.17) 推 得 所 要 的 结果 。 定 理 证 
H, 
我 们 考虑 由 《2.5.1) 定义 的 算 子 组 UG, 7, X). 对 于 任意 
ВОЗ ЕАН T (о, n.o), Kia = 0, 1, 0, G — 1, 
… 人 ,我 们 假设 17| 一 Dmt, Hand a = 1, un Mj = 
LAR ш = 0, 则 为 一 2， 对 于 每 个 多 重 指标 ,我 们 考虑 算 子 
X, = айх, "adXo,, Xo, 
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其 中 ,对 任意 的 算 子 4 和 B,ad48 = [4,8] = AB — BA, 下 面 
的 引 理 给 出 关于 算 子 X, 的 范 数 的 估计 。 

引 理 2.5.2 ”对 于 每 个 紧 集 К, 每 个 整数 克之 1 以 及 每 个 ;之 
0, 存在 一 个 常数 СОК, s, kD, 使 得 对 于 CFCK) 中 的 每 个 函数 a, 
不 等 式 

> Ха-а, < ССК, ACIE delli: (2.5.18) 

ШЫ 
成 立 。 

证 明 关于 不 我 们 用 归纳 法 证 明 (2.3.18)。 HFRS, 从 
(2.5.17), (2.5.13) 和 定理 2.2.7 推 得 这 个 不 等 式 , 根据 定理 2.2.7， 
有 


> HEX; ХЛ < «Iz ПХ + ы 
Кг ғ 


< CAI PIS + leli} 
现在 我 们 假设 对 于 所 有 的 < ka, 0.518) 成 立 , 并 证 明 它 对 
于 太一 和 十 1 也 成 立 ， 可 能 有 两 种 宵 况 : 
1) Xi 一 [Xi, Xn], 9 M] =k + 1, А = k; i= 
l, ғ 
2) X, = [Xo Xn] ЖЫ = 4 — 1, 
为 了 估计 在 第 一 种 情况 中 Xs 的 范 数 ， 我 们 应 用 Р = X» 
20 = X, fla 一 2 一 1 的 不 等 式 (2.2.36), 得 到 


$5 УХ, Ханое 


lhak isi 


<‹{5, MX + Б) а-ы, + wi] 


ўя nieko 


由 估计 (2.5.13) 和 归纳 法 假设 得 出 


Уу BD) lU Xu < CA Pula A lli) (1519) 


ина Fol 


现在 我 们 要 得 出 对 于 算 子 X, = [Xo Xd, |Ь] = k. — 1 8 
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况 的 估计 (2.5.18)。 我们 记 275 一 120 o. 容易 看 到 


IP, Ха = У) QX.IX;, Xi] — DX, IX; X; 11) 


i=l 
DG, Xn lu + Urs Xu 
在 此 方程 中 ,我 们 用 Eu 代替 w, 并 且 在 空间 26 ВНАУ ES 
EZE,[X,, Xi] E, 的 数量 积 。 因 此 我 们 有 
(1р, Х.]Е,и, EZE, [Xo Xi] E.) = ilE,EXos Х.Е} 
HOT, Xp] Emu, ESE,[ Xo, XI 1E u) 


+ >; 00А, X4] Eu, XFEFE,[X,, Xi] Em) 
jc 


— (E,[X;, [Xi, Xi] E,u, E,[Xo, Х,ЛЕш)} (2.5.20) 
由 此 方程 得 出 关于 1,[Xe;Xn]Ba 民 的 估计 ,我 们 估计 在 (2.5.20) 
中 剩 下 的 项 ,有 
Vi= |([7, Х„]Еш, EXE,LXo, X] Ep] 
= т, Х.Е + ПЕЕ, Ха, Xi End 
应 用 拟 激 分 算 子 的 阶 的 定理 2.2.1, 因为 2% 一 1 0, 我 们 
得 到 


Vos CA [иј +. lean tuy < Cul 
此 外 ,由 Schwarz RER (2.1.19), RITE 


V, = У) X; ХЕ н, XFETE,UXS, Xl Ba] 


i= 


= Y ОХ RI Et + IXTEZE UG, X 1E u at] 


i=l 
< C, УИХ, Xanla- + ELX;, Ж], E Juliti 
пы 


+ П ПХ, ERE XS, ХЕ Дн а-а) 
利用 定理 22.1 和 估计 (2.5.13), 得 到 


ne s MXi, Xi Ји + || Palli + me} 


EH 
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容易 看 到 


У, = >, ACE [Xi X41 


i 


Еш, E Xo, Х.ЛЕм)| 


< ТЕ, ХБ + + 35 EG UG, Xu Edi 
i=l 


其 中 5 > 0 是 任意 常数 ， 对 于 | 


不 等 式 的 最 末 项 ,估计 


У MED, DX, Xs Eul 
i 


< C, 9 ИХ» 1 Xn 


iei 


+ MEG, [Xis Xand 


Jolla tes 


1, Estali} 


< co Dhaest 
шї. ЮЙ 


V,< PE, Xo Xn] Enl} + C, ls 


X, alant) 
为 了 估计 表达 式 
V 


(ЇР, Xi Eu, EZE, 
我 们 将 它 表 示 为 形式 V = V, + Vo 其 中 


[X;, [Xis Xn] ln} 


++ > ух, [Xa 


ПЕП 


Xo Xi] Eu) 


V, = (X,E,u, P*EFE,[X,, Xi] EU) 
Ve = —(РЕш, ХЕЕЕ ДХ, XI 1E u) 


利用 Schwarz 不 等 式 ,得 到 


IV.| < IP Esl, + (ХЕРЕ, 


Xas XQ) Ea 


我 们 利用 (2.5.12) 估计 此 不 等 式 右 端的 第 一 项 ,而 第 二 项 不 超过 


ЗЕЕ, Xo, Xr] EX uult + |EZE,[X, 
+ ИХ, EZE, Xo, Xn lE lali 


»XUMECGG — Xul 


回顾 定理 2.2.1 和 2.2.3 HF k 20 1, 27 — 1 < 0, 我 们 得 到 
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1и. < CaCl Palli + IX, || tos Dalle) 
为 了 估计 10,1, 我 们 利用 对 于 算 子 P* 的 如 下 表达 式 : 


Р*%» = — Pv + У QX + ВХ) + pw 


i 
Ята ERRA. SAEN 
Р, < |(X Em, — P EZE,[X,,X,,]Ea)| 


+ DUX Em, XI ЕЕ Ха, ХДЕ) 


j=i 
+ [OX E, BjX;ETE ДХ, Х,ЛЕш)|} 
+ [Xr Em, BESE, UG, Xi,] Eu)| (25.21) 
我 们 来 估计 《2.5.21) 右 端 的 数量 积 。 根据 (2.1.19), 我 们 有 
Wi= (XE, PESE, LX, Х„]Е,и)| 
< |X Elit + PEZE, Xo, X IE [Hatte 
因为 算 子 ETE UG, Х.Е, REH 5 — 1 + 2% Wr, ES TRE 2.5.1 
及 其 注 ,定理 2.2.1 $1223 推 得 
W. < Cyl Pulli + lll, + Xs] 
这 里 我 们 利用 了 对 于 如 关 1 有 2 一 1 < 0 的 事实 。 
进一步 利用 不 等 式 (2.1.19) 及 定理 2.2.1 和 2.2.3, 我 们 得 到 


и, = >; |(X,E,u, EX; ETE,[Xo, Xy] E,)l 


js 


< D, (ХЕ шй-ь.,+[#Х,Е}Е,[Х„, Х.Е ась) 
P-b 


< Co (хиа + D MXi HEX E, Telit 


iei 


+ > 155, EFE DG, XE dull ated 


i-i 
由 这 个 不 等 式 和 估计 《2.5.13), 得 到 
Wis Си Хш hirako 十 Pulli + ull 
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АПИ РЕПО ЛК IAE 
W: |(Х„Е д, BEZE Xo, Х„]Ёшн)| 
= Ce C Xl, + {вй} 


我 们 进一步 估计 
w= x ОХХ, Еш, X,ETE,[Xs, Xi] Eu) 
fei 
由 Schwarz 不 等 式 (2.1.19), 得 


Was D (ХХ, Euit, + ХЕЕЕ, UG, Xi] Elhozta} 
"LIS 


< C, > (Xi + hali ХХ ар-р (2.5.22) 
为 了 估计 


Ws = УХХ, E, nta 
= 


我 们 先 求 对 于 XL XX, Esch :Ex 用 的 估计， 在 方程 (2.5.9) 中 以 
函数 "一 X, E-t Еш 代替 Ex, 得 到 


У Xoli < CellCPo, ө) 十 Reb (2.5.23) 


јез 


由 此 推 得 


DX? < Call Xunta lE ol 
= 


(2.5.24) 
我 们 利用 引 理 25.1 ЖШ Po] ocn, ЖЫЕП 
loann < СХ асаа + асы) (2525) 
BANT Ac Dd 27% —1«0, X B2 0, ATA (2.524) 
和 《2.5.25), 得 到 估计 


> {Хә < СХ маљ + [Рай + dli (2.5.26) 
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这 里 我 们 还 利用 了 不等式 
Ма <la, a <i (2527) 
因此 利用 定理 22.6 和 定理 2.2.3, АЧЕН e e СЕК), 
KCK, 得 到 不 等 式 
Ws 2 Y MESA XX Eal + Calel 


іта 


<4 УХХ Ез Eli + Са Хаа 


PETI 
+ X) Xo arts + Пааа, + belli (25.28) 
1=1 А 
ЭЕ ШАР k > 1 278 — 1 < 0 ME е2 0, 我 们 得 到 


w < 5, {Хө + Dulles + Sl: 
t . ШЛУ 
回 颖 (2.5.22), (2.5.29), (2.5.13) 0 (2.5.26), 最 后 我 们 得 到 对 于 
W 的 如 下 关系 式 : 
W, < Cal Pulli + Hall + Ха (2.5.30) 
因此 
lV < W, + W, + W, + W. < C;(|| Pall; 
+ ||X; e ы-ы + ule (25.31) 
此 外 ,从 (2.5.20) 得 到 关系 式 
WE,[X,, ХДЕ S V, + V, + V, + [Vs] + [Реј (25.32) 
由 定理 22.6, 我 们 有 
HXo, Ха ы-ы < 21Е,Е, Хо, X 1o + Сыйы 
SALEX X, ME н +С [| EU, EX, Xi] luat} 
SES, ХЕ] + Callull ` (25:33) 
四 此 ,考虑 到 (2.5.33) 和 (2.5.32), 得 到 
MEX, Xalil < Cat Pulli + Сг уй, 
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+ Б Их» X, lali hos + NX ehtoa 


Pel 
+) CGDHX DG. Xn] la arto 
ieh 
+ ЕХ, Xi YE и} (2.5.34) 
其 中 8 > 0 是 一 个 任意 正 数 ,而 Cw 58 EX. 
因为 
8E Xs, X. 1E. < 220 UG. X ollas + Cal) 
我 们 可 以 利用 (2.5.27) 并 选取 8 充分 小 而 得 到 
СХ, Х,а] < Ca (1 Palli + Neli 


+ Ж ИХ» Хаак + У BUG, LR, Х,а 


J*1 #=1 А 
+ NX} (2.5.35) 
因为 对 于 j = 080 X; = [X,, Xi], 我们 有 |1] — 名, 由 归纳 假设 
ш 


А 
SONUS, Х,а СПРИ + Mats) 
imi 


对 于 7 > 0 X, = [X;, Ut, X,,11, RIVA |1] = ko + 1, fT 
于 这 样 的 X, 上 面 所 证 的 不 等 式 《2.5.19) 成 立 。 
RA | | = k, — 1, 由 归纳 假设 我 们 有 
ПА tota CUL Pulli + Па, +} 
因此 从 《2.5.35), 我 们 最 后 得 到 
Ха, X, duae < Cul Pali + [|н +} 
这 就 是 所 要 的 结论 ， 
定义 ”如 果 存 在 一 个 数 КО), 使 得 


2) 16 DIT 0, £= 0 (2.5.36) 


чєй) 
其 中 X, E) 是 对 应 于 多 重 指 标 1 — (ащ, +++, o 的 微分 算 子 
X, = adXs,，* tad Xa Xa 的 象征 ， 则 称 微分 算 子 组 OG *…*, X,} 


« i875 


ER а т ОР, 

显然 条 件 (2.5.36) 等 价 于 这 样 的 事实 : 对 于 < = x, EET 
UG 中 (其 中 [1] < RCo) 存在 mw 个 线性 独立 的 算 于 , 即 由 算 于 
Ut ++, X.) 生成 的 李 代 数 的 秩 等 于 m. 

引 理 25.3 如 果 在 每 点 se K Lig R” ЮЕ, W 
子 组 Gs o X.) 888820 m。 则 对 于 任意 的 se RI， 存 在 一 个 党 
E CCK, :), ВЕ 

Wi, cuo { Dy аха +} (25.37) 
wan 


d R(K) = sup R(x), u€ СЕСК), 


证 明 因为 X(z, 5) 是 所 的 一 次 齐 次 函数 , GEB m: - 
连续 , 由 条 件 (0.5.36) 得 出 :在 点 x 的 某 些 充分 小 邻 域 O(z) 中 
的 所 有 * 上 ,不 等 式 

1+ OP) DG. EI GO + (8); Ee К” (25.38) 
MIRO) 
成 立 ;其 中 C, = const > 0, fü s JE РК DERA, 

RIME K 07653 A CREADA О Go) 中 选取 有 限 个 子 团 盖 

因此 得 到 对 于 属于 某 闭 区 域 Ku K 的 所 有 x, 不 等 式 


> (Xx, P + 1 2 CG + |р) (2.5.39) 
(КУ 


成 立 ,其 中 C = const > 0, 并 且 K 严 格 位 于 K, 的 内 部 。 

基于 定理 2.2.9, 从 条 件 (2.5.39) 得 到 ;对 于 函数 we CP(K), 
不 等 式 (2.5.37) 成 立 。 

定理 2.5.2 假设 算 子 组 US. X) 在 每 一 点 ze 0 具有 
秩 mw， 则 对 于 使 得 Pue 如 (90) 的 任意 函数 we D'CO) 成 立 一 
个 形式 为 

{фи өк) < СОК, (le Pali + [рш } — (2.5.40) 

的 估计 :其 中 > = const < s + e(K), Bio ei € CE(K),K Жо 
中 的 一 个 紧 集 ,在 9 的 支 集 的 一 个 邻 域 中 wp, = 1, s(K) > 0 是 某 
个 数 。 此 外 ,由 (2.5.1) НР РЕ О ЕЛИНИ, 
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证 明 ИШИ: 如 果 算 子 组 UG. cc. X BR ee 
具有 秩 тШ, (2.5.1) 所 得 到 的 算 子 满足 定理 2.4.2 的 条 件 ,但 
集合 MM 理解 为 空 的。 假设 区 域 GC o E B IN G 也 属于 o, BA 
G 18 GDK JE B. RCG) = Е(К), ЖТЗ 25.3 和 2.5.2, 我 们 
得 到 如 下 结论 ， 对 于 任意 的 +e R', 如 果 s 一 + 十 1 一 209 > 0, 
则 不 等 式 . 

fele с, ( У) Mal + het) 


ТЕТО 
= CAI Pill + а „-к,} (2.5.41) 
对 于 C8(G) ОЯ ” 成 立 。 我 们 选取 € 使 得 
+12 2500 1 — 21700), 
í + 1 me (2.5.42) 
则 从 (2.5.41) 和 定理 2.1.12 推 得 ,对 于 任意 的 N > 0 及 满足 不 等 
式 一 1L+20800 1,4—1 + 202 一 1 的 某 SET € ССС), 
有 
laka < CS Palli + нй} (2.5.43) 
我 们 令 : 十 1 = (К), 显然 (K)> 0. ЖАМ (2.5.43) 我 们 得 
到 对 于 任意 的 N > 0 нє СКС), 有 
| luli < Cl Ри + dial (2.5.44) 
这 表示 定理 2.4.2 的 条 件 1 对 于 we C3(G) 是 满足 的 ,从 定理 2.5.1 
和 不 等 式 (2.5.44) 推 得 : 如 果 2s = е, Д] 


1], + > Xali < Cs Pli + 89; 
1 i=1 


显然 


РФ, E) = УЗ даф Хе, E) + ial) 


[zzi 


Pas, E) У 2X, EX Cas E) + Xilas 8) + Ta) 


k= 


Жер Ха, ЮУ 一 2722. l GO 0,1, +, r. 因此 基于 定 
理 22.1, 我 们 有 不 等 式 


> (Ips: + LPs) < 5 Ix; a 
imi 


+ ме єс5(6) (2.5.45) 


我 们 取 算 子 Eu, 使 得 E, € C2(G), ЖН BETO Q 的 点 上 
ФО) = 1, Xi Q ЖЕ КСО,, QCG, iB d i o ЙН. 
在 不 等 式 


Hal: + > ПХ < Coll Pulli + lalèn} 
中 ,我 们 用 Eu 代替 u, 因此 对 于 wt COOK) 得 到 


[Еш + D, EE Xulia 
з= 


< Cil Pali + Ў Му, Eufin + |н] 
j-1 
(2.5.46) 
由 换 位 子 定理 22.3 推 得 


ПЕР, Е, z^ QEP Pulli + EPP + ы) 
= 


x Calli + ЎЗ ОР. + РӨ 02.547) 


其 中 Eo MIEP 是 对 应 于 象征 为 
DPO + Еу” 和 EOWA + |) 
的 拟 向 分 算 子 ， 利 用 不 等 式 (545), 得 到 
ИР, Eu < Cul 2 c 
PL 
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从 (2.5.46) 和 定理 2.2.6 推 得 
leli + 27 [Хил 
j=1 


< caf гей + lalina + Б хш + ме.) 


(2.5.48) 
加 闫 定理 2.1.12, 对 于 z € CFCK), 我 们 得 到 


Ws + У Xen € Coll Pul + llt (0549) 
=з 


此 从 (2.5.45) I (2.5.49) 推 得 ,对 于 we CICK) 


УР Фи «Ca Pellis Els) (2.5.50) 
i=1 


其 中 М, 是 一 个 任意 正 数 : 而 Ca 依赖 于 N. 
回顾 定理 2.1.12 ， 我 们 推出 对 于 任意 的 5 > 0 和 Ns > 0, 有 


D Pow < CaL] Рай л + Mel 
i=l 


«e| Pall; + С, (25.51) 
其 中 Cu 依赖 于 5 和 N., 而 xe СЇ(К). 这 表示 算 子 了 满足 对 于 
区 域 0 的 定理 2.4.2 的 条 件 1, U 和 II。， 从 而 定理 2.5.2 的 论断 成 
立 


现在 我 们 对 在 某 集合 M co 上 算 子 组 UG, oo. X) 不 满足 
“ 定理 2.5.2 条 性 的 情况 ,证 明 了 的 弱 解 的 光滑 性 和 亚 栅 加 性 定理 。 

下 面 给 出 的 定理 2.5.3 的 证 明 不 依赖 于 算 子 的 特殊 形式 
Озал). 

定理 25.3 ”假设 在 区 域 O 中 形式 为 (2.5.1) 的 算 子 了 满足 如 
TAE. 

1) 在 点 rE AM LETH {Xo ++, X ERE m, ЯМА 

位 于 有 限 个 《m 一 1) ERREN LABRAR, ЖН MISES 
RT. 
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2) 在 每 一 点 x& M 上 如 下 条 御 成 立 ; RAITHE K = 1, 


&бәФ„ е 0 (25.52) 
或 者 ,如 果 

Y aot, 0, 

kat 
则 


$)NOY-iXex0 (2.5.53) 
і=1 


Ж (s, tts am) 一 EMEA < BJ EUR; RE grad (z) 
0, X, — Dj;, k — 0, l,-,.f. 

MAF D'CO) 的 每 个 使 得 Pu € QE (8) 的 广义 函数 x, 估 计 

lewis CCo, rp Pu + loeli} — (2554) 

成 立 ; 其 中 函数 pops CICO), 在 suppy E gi 三 1， 此 外 , 或 者 
supppi(1 M 一 Ø, RAEM E p = 1, Y = const < s, 

满足 条 件 1) 和 2) 的 微分 算 子 在 O 内 是 全 局 亚 实 加 的， 即 
在 D(9) 中 的 满足 Pu € С” 的 广义 函数 ”也 属于 C). 

证 明 我 们 用 有 限 个 区 域 SG = 1, - 5, VD 来 覆盖 集合 M ， 
使 得 在 每 个 区 域 O, 中 可 以 选取 局 部 坐标 系 as c. Ys, EER 
ARNA, 位 于 平面 yo = 0 内 此外， 假设 在 新 坐标 系 中 算 子 P 
取 形 式 


— Pu = atiu, g; + Віну, + cu, PE EL 22 0. (2.5.55) 

其 中 在 O, 的 点 上 
RE a” 0, RE = 0 (2.5.56) 
由 定理 假设 ,很 容易 看 到 用 这 样 的 区 域 0; 来 覆盖 对 是 可 能 的 。 候 
设 we CCG), 其 中 Givg ОП] << ВПК В ЖЕТШ 

AR. 
为 了 信 计 1915, 我 们 在 Gi,s 中 考虑 函数 ”的 方程 ,这 里 , v 使 
得 # = ‚(Т — e), ch i, T — const, 而 且 , 如 果 在 0; P3 8" se 
+192. 


0, 则 在 Q; 内 signp = sign"; T > 0. {ҮН 
—(T — evm) Pu = ару + Bivys + 60 
— (оё + Вт) UT — em) v 
— 2a" ipe (Т — e=) tuy; (2.5.57) 
我 们 用 。 乘 方程 (2.5.57)。 并 且 在 区 域 Ge 上 积分 假设 " 是 实 
数 。 则 分 部 积分 后 得 到 


(т онуи, v) = —(айоу vy) + + (abiye 0) 


— Go e) + (Ce — Dong + "не "(Т 


= etm) v, v) — Aa petra T — етуи, v) (25.58) 
H (2.5.58) 得 到 


GI m) ([ e+ E atin = ir (бё 
+ верен СТ — etra) " < KT — eny*Pase)l 


+ 2|Co pe Т еен уо 0) < ICT ef)" Pull els 


eve 


根据 引 理 124, 有 不 等 式 
Ca" GO E; Y < 2a" (а)а Q)5,8;, МЕЖ EE К" 


+ 20а" енн (Т — em) v, v) 
(2.5.59) 


因此 


deme 
Ц (2.5.59) #8 
(са 3 d - Ee бати emen 
— > + aemuli T — ay je, e) 
«1А — e= Pule (2.5.60) 
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我 们 选取 常数 E(x)， 使 得 对 于 Ins] <8 有 不 等 式 l < = < 
2 成 立 ,我 们 再 从 如 下 条 件 中 选取 常数 T > 0: 对 于 Iul < P 


©з, печ = emy < (T —2у* < Z 


则 由 于 条 件 〈2.5.56) 和 不 等 式 (2.5.60) 推 得 ,对 于 充分 大 的 lal 
alel loli < CT — 2)" Pa lotto 
Ж а const > 0, 2E Н.Б ARTEX, W ç € Ca (G3). 


从 (2.5.60) 推 得 
1418 < 3 Pel, 对 sé СЕС) (2561) 
其 中 常数 C, SAER. 
对 于 wt CHGig), 现在 我 们 来 估计 上 PI? 上 i 和 Pox 尼 ;。 在 
定理 2.5.2 的 证 明 中 ,我 们 已 经 证 明 


IP, + | Pauli < c, | [Хай + ма (2.5.62) 


т 


ЖЖ Ри = f, 并 在 R” 上 积分 ,得 到 


Бух s с, и Раа (2.5.63) 

= 
因此 ,回顾 (2.5.61), 我 们 从 (2.5.62) ЯП (2.5.63) 得 出 , 对 于 w € 
е 

[TES ром «c 全 I Pell (25.64) 
其 中 c наж, 


假设 pe CECO), 0< Фф; < 1, EME Zi = 1, 并 且 对 所 
HH 8 < бу, ба = 6, Жн B, ЖЕЛ ЛУ. 假设 we 
Ci(GO. 根据 《2.5.61) 有 


tah [32 е], < 2 tonto -E ioa 
u H i 
考虑 到 不 等 式 (25.64), 得 到 
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Ili « 2 Бурын < G Dopp Pli ui 
< А У Pali ПРОСО) i+ dd 
<9 (Pali - 16) 7 


如 果 1/10] 充分 小 , 则 


мі m [Ри 对 #€ CRG) (2.5.65) 


Tel: 
其 中 Ce 与 上 无关 .因为 算 子 了 的 系数 是 实 的 ,所 以 不 等 式 (2.3.65) 
对 于 CCG) 中 的 性 意 复 函 数 成 立 。 我 们 注意 8 为 1/8 Br. 

为 了 证 明定 理 2.5.3, 我 们 将 验证 定理 2.4.2 的 条 件 L, IURI 
Ш 成 立 。 

我 们 先 验 证 对 于 % == 0 定理 2.4.2 的 条 件 [。 在 定理 2.5.2 的 
证 明 中 ， 我 们 证 过 对 于 每 个 紧 集 KCO, du :€ RUM p> 
0， 存 在 常数 CCK, s, В) 和 eCK，8) > 0， 使 得 对 于 每 个 函数 
u € CG(KNGg), 


Do U Pos + [РФ] + di 


< CR, ғ, ВРИЕ. + СМ) (25.66) 
成 立 ， 现 在 我 们 证 明 由 (2.5.65) fü (2.5.66) 可 以 推出 估计 
{нї < т. СОЕ (2.5.67) 


ТАВ Q € CK) 成 立 ,其 中 Cu S ex. 

H (6o Фрак БАНТ: єс С), 3E 
Вж G рф = d, МЯТЕЖ ve СООК), 根据 (2.5.64), 
(2.5.65) fü 2.5.66) RIIA 


T= lai+ У РӘН + ПР) 
з= 
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H LA 
< c, У) | Iuli + >, PPh + trono] 
= 


Tei 


< pi (РФ + CC РФ +02.) 
ГА 


利用 定理 22.3, 得 到 
1« Ee f usi (DP ub Y |р, «di 
lel 


tale? 


+ Cu) (1а, + [Dis Pal 


+ Уоч, + Пен, } (2.5.68) 


idm 
因为 对 于 1<1el «2, HU реф, 有 位 于 KNG, 内 的 支 集 ， 从 
《2.3.66) 得 到 估计 


{0,98 + S) (рчы 
E 


<, Ir" у +) apres ati] 


1116. 


< CAD{ Y; Ier o. + lal.) 


«1142 
< слюне, + jul? + УРФ | 
ILI 


(2.5.69) 
从 (1.5.68) JE BI (2.5.69), 我 们 导出 


н i 
应 用 定理 2.1.12 中 证 过 的 不 等 式 (2.1.30), 对 于 «€ C8(K), ШЖ 
ILE 充分 小 ,得 到 


I< P [Ри + C G) | feel + S p pug, + m 


lli SD (Рин, + LP < da tradi 


+ CG, Маа (2520) 
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Ж N > 0 BERN M C, 与 4 无 关 。 
M. (2.5.70) 推 得 定理 2.4.2 WREE 
4 不 等 式 (2.5.70) 对 属于 Q 并 且 包 含 MM 的 每 个 紧 集 K 成 


立 , 从 (2.5.70) 和 定理 2.2.6 得 到 
112 < UE oA + Calluli*u < d | PE, 
+ Сиби, №2, (2.5.71) 


借助 二 换 位 子 定理 2.2.3 ЖИИ TAMER 221, 我们 从 

(2.5.71) lli: 对 于 we CXCK) 有 

lai? < le Pe 9 (РН + Ps + wall 
ica 

+ сыйы, 

其 中 C, 与 上 无 关 。 因 此 对 于 充分 小 的 lal RIA 


ie < firas S Poe EE) | 


+ Calella, (2.5.72) 


Я 22,6 和 不 等 式 (25.70) 得 到 
Ў Роа + ТРЫ) 


mi 


E 
2 У) (UE, Posla + EP u) + Calle 
Pei 


№ 


«e [S PPE eli + РЕ.) + lal: | 
jn 


< £x |РЕш + Сб! + CC el) 
и 


lel 
其 中 Ca 和 Cs 与 # 无 关 , 应 用 痪 位 子 定理 22.3 及 估计 (2.5.72)， 
得 到 


$5 Ul Posi. + HP oul 
j-1 
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< e [Pali + ап) 


BEP 
+ Сн). (2.5.73) 
因为 C, 与 & 无 关 而 且 |а| 可 以 选取 任意 大 ， 从 (2.5.73) 推 
得 定理 2.42 HR ЛЕ ЯП LIT ST. 由 此 ,定理 2.5.3 TEES. 
从 定理 2.5.3 容易 得 到 如 下 结果 ， 
定理 25.4 BERA 外 ,对 于 2 的 每 一 点 算 子 组 {Xo s 


X,} 有 秩 ,并 且 假 设 算 子 X, = > ab Dk = 0, 1, `, rR 
Жа} 中 至 少 有 一 个 在 点 zo 上 不 等 于 0. 则 对 于 使 得 Pn€ e (0) 
的 每 一 个 广义 函数 xe D(A), tiit (2.5.54) 成 立 * 并 且 在 区 域 Q 
AHT PENRE. 

证 明 ”我 们 取向 量 п 使 得 在 点 x RETHA k2> 1, 
ain 0, 或 者 ain; че 0. 我 们 取 一 个 通过 点 ze 并且 正 交 于 向 量 
严 的 曲面 作为 流 形 9Л, 由 于 这 样 来 选取 跑 ， 因 而 从 定理 2.5.3 推 
出 定理 2.5.4 的 论断 ， 

对 于 X, = 0 的 情形 ，Kohn 的 论文 中 独立 获得 类 似 引 理 2.5.2 
和 2.5.3 的 结果 . 

HEY 定理 2.5.2 APATA (0,0,1, +++, +} 的 秩 的 
条 件 也 是 满足 以 下 条 件 的 算 子 类 Pu 亚 业 图 性 的 必要 条 件 : 在 区 
域 G 内 所 有 算 子 Xi 是 由 ,个 线性 独立 算 子 Xs m1, 2, 9 
m) 所 生成 的 。 如 果 m < m, MEDE Ри = 0 至 少 有 一 个 非 平 
凡 解 的 条 件 下 ,在 2 内 算 子 Pu ЛЕВ 00, 

事实 上 ,用 Frobeniu 的 定理 9 对 于 m < m 的 情形 , AF Pu 
可 以 用 自 变 量 的 局 部 变换 变 为 一 个 算 子 , 只 是 对 变量 y, Ys 
起 作用 。 因此, 如 果 * 是 方程 Pu = 0 在 某 点 和 的 邻 城内 的 非 平 
凡 解 ,我 们 可 以 在 过 za 的 超 平面 Y, 一 const 的 一 边 , 用 零 代 替 x 而 
得 Pv 一 0 的 一 个 非 光滑 解 ,其 中 

и, Ц y,, Yn == const 
Tio, эң y < уб = const 


л 
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$6. 一般 二 阶 微分 方程 的 先 验 估计 
和 亚 枉 圆 性 定理 


在 这 节 中 ,我 们 将 给 出 具 非 负 特征 形式 的 ~* 般 二 阶 方程 
L(u) = а* (жун, 十 Би А си = (2.6.1) 


及 ; 
s GDE,E 22 0, 对 EER” 


Gh, at, DA, e 和 了 是 定义 在 区 域 9 中 并 且 属 于 C CO) 的 实 
函数 ) 在 区 域 @ 中 亚 枉 圆 性 的 充分 条 件 和 弱 解 的 局 部 光滑 性 条 件 ， 
象 在 $5 中 那样 不 失 一 般 姓 ,我 们 可 以 假设 (2.6.1) 的 系数 是 CCO) 
中 的 函数 ,并 且 它 们 的 支 集 在 紧 集 K, 内 。 

我 们 将 用 处 理 算 子 (2.5.1) 同样 的 模式 来 处 理 算 子 La). 1 
什么 条 件 下 一 般 算 子 (2.6.1) 可 以 化 为 形式 (2.5.1) 的 问题 还 没有 
完全 得 到 研究 , 《与 此 有 关 可 参看 [1021 及 这 一 节 示 的 注 ,》 

用 LXx, E) 记 表 达 式 GO E, FEL 表示 象征 为 LX，8) 
的 铂 分 算 子 。 紧 集 天 表示 包含 于 @ 内 的 闭 区 域 。 如 果 4 是 任意 的 
氢 微分 算 子 ,我 们 将 分 别 用 АФ A А, 表示 象征 为 64(x, E)/0E. 
раба, E) 的 报答 分 算 子 ,其 中 AG, E) 是 算 子 4 的 象征 (在 第 
二 章 中 的 其 他 处 也 是 这 样 用 的 ) 而 Di 一 —i8/0s;. 

8128 2.6.1 假设 4 表示 为 形式 4 一 Ay + Tw 的 算 子 ,其 中 
4 是 一 个 执 微 分 算 子 ,其 象征 满足 42 对 于 o 一 :的 条 件 ЭЛЬ), 
而 Tw 是 最 多 为 一 入 阶 的 算 子 ,其 中 NN 是 一 个 正 整 数 ， 则 对 于 
CI) 中 的 任意 函数 w。 有 


IL As, < ССК) I Luli + > IET + Ааа) + 2 


(2.6.2) 
证 明 根据 定理 2.2.3, 我 们 有 


KA ; 
VL Aye, < C, | 21 Афри, + Акы, + E 
^ #=1 
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因为 算 子 Lo 一 Lp 最 多 为 1 И, їп L0 — LP REA o Wr, 从 
定理 22.1 我 们 得 到 


VL, ъи? < “{$ CIL tls + pLu lli] (2.6.3) 


i=l 
容易 看 出 
IL As], < UL Arul + 2L Tw. 
< A Lal, + EL, Anu, + YLT} 
选取 N > 0 并 利用 (2.6.3), 我 们 得 到 


VL Аш], < C; 区 十 > CI Lipu iai t+ ПЕРЫ) + ы} 
i=l 


ВОН, 
518262 ”如 果 工 是 一 个 具 非 负 特 征 形式 的 二 阶 算 子 
(2.6.1), 则 对 于 任意 的 we СЕСК), 有 


> (ин + LOG < CL ulli + [нй (164) 
了 = 了 


证 明 因为 对 于 z€ Q ЯП EC R”, а, >> 0, ARFA 
(1.7.10) 91 
> ati G) Dau | < Cua D,uDu (2.6.5) 
= . 
其 中 ,常数 C, 依赖 于 函数 ee(*) ЗЕ К E AB231869 КОН. EZA 
R” 上 积分 不 等 式 (2.6.5), 得 到 


Dy Nol < 4C Du, Diu) (2.6.6) 


E 
BERD (Le, u) 并 用 分 部 积分 变换 它 ( 这 里 像 55 那样 用 (wy9) 
BRC, vh). 将 Lu 表示 为 形式 
14и) = —DiatiDin) + (Dj? 4-30) а + eu (2.6.7) 
并 且 仿 il^ = Раб + ibi, 使 得 RARA. MAA 
(Lu, н) 一 —(a*D,u, Ош) + GUDquu) + (cu, н) 
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m 
Re(Lu, u) = (акш, Ри) + Керш, u) + (cu, и) 


(2.6.8) 
容易 看 出 
(а, м) TODA, a) + т (и, рш) + lut) 
Wt 
Кеи, n) = Н Re[ Gu, уи] 
从 最 后 的 等 式 和 (2.6.8) 推出 
CoU Dau, Ош) < |(Lu, и) + Сн} (2.6.9) 
从 (16.6) 和 (1.6.9) 推 得 
> arai < CA ш + aliit (2.6.10) 


I=1 
我 们 利用 引 理 1.7.1 来 估计 Lyu, RESE 1.7.1， 对 于 任意 
函数 ve СОК), 


D) [4809р |? < Catil) DD орен (2611) 


m 
Я, М С, RATAR aU) 在 紧 集 KOK 上 的 二 阶 导数 的 
绝对 值 的 极 大 值 。 

在 空间 R” 上 积分 (2.6.11), 得 到 


FHS Co DD..DD») (2612) 
{е 
在 (2.6.9) 式 中 用 Div 代替 x, 并 利用 (2.6.12), 得 到 
Mitos s cA |(L(D,e), Dv) + pH). (2613) 
[zn 
令 = 也 -ww, 其 中 拟 微 分 算 子 E ЖЕ фса + EDE, 
eG) € CK) 并 且 在 包含 于 K 内 的 紧 集 K 上 фб) = 1. DÀ 
(2.6.13) 推 得 对 于 任意 函数 xe CEK), 有 
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DEE ui S CAICEDE a, DE | + llalli) 


ти 


< els MILDE i + 3 нови) 


I 


由 定理 22.6 和 2.2.3, 对 于 任意 函数 we CKA 


Уа «2 DE Thal + Calli 


p rr 


<4 P ЦЕ ul + Съм (2.6.15) 


FE 


因此 ,利用 引 理 2.6.1, 我 们 从 (2.6.15) 和 (2.6.14) 推 得 ， 


zielt < C» E llalli + all Luli 


EGE 


+ Ў (шй, + 0 ij 


та 


选取 x 充分 小 并 利用 《2.6.10), 得 到 


11а. «са + el (2.6.16) 
im) 


由 (2.6.10) #1 (2.6.16) 我 们 得 到 所 需要 的 不 等 式 (2.6.4)。 
514263 ”如果 4 是 满足 引 理 2.6.1 的 条 件 的 任意 算 子 ， 则 
对 于 任意 函数 «€ CK), KER 


124012, < COOL LM + iele} (2.6.17) 
成 立 。 
这 是 引 理 2.6.1 和 2.6.2 的 直接 结果 。 
我 们 将 算 子 Lu 写 为 如 下 的 形式 
L(a) = —D,(atiD,u) + ¿Qu + cu (2.618) 


其 中 , Qu = (bt — ауры. 
定理 2.6.1 (能 量 估计 ) HATER 522 0 和 CSCK) 类 中 的 
任意 函数 и, Ка 


* 202° 


5) шчае + Ead + Ql i < CCR DU Leto all 
71 
(2.6.19) 


成 立 ,其 中 常数 C(K,s) 依赖 于 K 和 + 
证 明 从 (2.6.6) 和 (2.6.9) 推 得 对 于 s 之 0, 有 


D LO «ССр, 0)] + leti < 26 Lag. + Toy 


m | (2.6.20) 
4 v = Es, i ue Со(К), IA (2.6.20) 得 到 


У Ем САШЕ], + la) — Q2) 
EI 


基于 定理 2.2.6, 对 于 任意 函数 xe CYCK), 我 们 有 
иј SALL PE ui + ALE LP Juli + Сн C2.6.22) 
应 用 引 Ж 2.6.3 和 关于 拟 微分 算 子 的 阶 的 定理 2.2.1， 从 
(2.6.22) 和 (2.6.21) 我 们 得 到 


23 Лис c,(|Lslli + |4} (2.6.23) 
i= 


M. (2.6.13) #1 (2.1.19), 得 到 
Ewe “5 Пре, + wi] 

其 中 suppec К, E la AERA BR ЛЖ e= E, u, 其 中 ue СОК) 
并 且 * 关 0. 利用 引 理 2.6.3, 得 到 i 


УЕ, sË < ei (IDE а]? + ie 
1-1 


i=l 
< СА + llalliy (2.6.24) 
从 定理 2.26 和 2.23, 有 
Иш ы < 20E фе] + Cile] 
S ALEGE ш] + Е, 1, 101918 + Celi 
<l LUE. ш] Си 
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2536 (2.6.24), 从 最 后 这 一 不 等 式 我 们 推 得 
13 < С Бн] + lelit (2.6.25) 
要 完成 定理 2.6.1 的 证 明 , 剩 下 只 需要 合计 loui. 为 了 这 
个 目的 ， 我 们 将 算 子 Lu 表示 为 (2.6.18) 的 形式 ， 并 考察 表达 式 
(LE, ЕЕ QE 4), 其 中 E? 为 Е, HRR. (Е 8А 
变换 后 ,我 们 有 
(LE, E*3E_30E4) 一 ilE_30 Ell 
— (aU DE s, DiE*3E_30 Еш) + (cEw, Et3B_30E4) 


(2.6.26) 
我 们 分 别 估计 (2.6.26) 的 各 项 ,有 
1 = |(LE, ЕЕ ОЕ ш)| 

< i CILE, + [ЕЕ +0 Еш) (2.627) 


根据 引 理 2.6.3 和 定理 22.1, 得 到 
五 和 Cal {Би + llli, 
此 外 ,显然 有 
h = GE, ЕЕ A0En)| < Cola: 
В а) Е, 2 0, XE T a, v € CERT RATE 


106, ш) < + Ca Da, Ош) + (aD, Djv)] 


(2.628) 
因此 
1, = (ËD, Eu, DjE*4E 4QE,w)| 


« i (Ca D, Eu, DiBu) + (4D,E*4E 0ш, 


DjE*4E 4Q0EA)) (2.6.29) 
我 们 利用 《2.6.9) ЖАЎ (2.6.29) 右 端的 积分 ,有 
1,< (Еш, Еш) + |(1Е%Е 40E n, ЕЕ 0 Еш)| 
+ С.Е, + LESE GERD 
基于 此 估计 , 引 理 2.63 和 定理 22.1, 得 到 
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I, |LE;ul*, + [Еш + (ЕЕЕ ОЕ lI, 
+ ПЕЕ AQE + Calli Cil ulis + Hell 
J, (2.6.26) 推出 
ВЕ-40Ем8 1. + I, + 1,< СН + Hali) (2.630) 
根据 定理 2.2.6, 有 
Qu- < IE yE,Qullš + Colell 
< Call E-40E uli + ПЕ 3ГЕ, 0141 + llalla 


< Cul lE 3Q El + llalli (2.6.31) 
不 等 式 (2.6.31) (2.6.30) 给 出 
lulia < Си + Ilali} (2.6.32) 
这 就 是 所 要 的 结果 . 


我 们 考虑 算 子 组 {90。,……, Q h ih Qo 0,37-1,05, 
т 0; 一 100, Hjem +l, 0, 2m 时 0 一 Lm. 对 
于 多 重 指 标 = (а, +, о), 其 中 当 Em, ness Кї a = 0, 
1, 2m, 4 |I| = ZG im 1, s 2m 了 时 为 1, 而 当 
四 一 0 时 为 2。 对 于 每 一 多 重 指标 7 ， 我 们 联系 一 个 算 子 

Qi = ada, "ай0,, „Ог, 
Яр, ВЕЕТ — В, ad4B = AB — BA — [A, B]. 

8|] 26.4. 对 于 任意 的 紧 集 下 ,任意 的 之 1 和 每 个 :之 0， 
存在 一 个 常数 ССК, s,《)， 使 得 对 于 任意 的 CICK) 中 的 函数 u, 
成 立 如 下 不 等 式 


У) Пок, «ССК, ғ, {Lat Bela) (2.6.33) ` 
[LII 


证 明 ”我 们 先 证 明 在 《到 2 时 (2.633) Hur Tk-2, 
AUR Q, 一 0,， 由 于 估计 (2.6.32); RER (2.6.33) 成 立 。 AUR 
о — 10, Qi X 1,1 = 0, 那么 根据 定理 22.8, 我 们 有 


im 


M 
103, Qrdeli-a < Р йош + [| (2.634) 


我 们 利用 定理 2.6.1 来 估计 《2.6.34) BJ Eri, E] | 
IQ; Оле -4 < САН + |} 
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这 表示 对 于 这 种 情形 ， 在 不 一 2 时 《2.6.337 也 成 立 。 

对 于 一 般 情 形 ,我们 用 归纳 法 来 证 明 (2.6.33)， 我 们 假定 < 
如 时 此 不 等 式 成 立 ， 我 们 证 明 Ж == 如 + 1 时 此 不 等 式 仍然 成 立 ， 
先 考虑 Q; = L0. 01] 的 情况 ,其 中 || = S. 15е 0。 那么 根据 
RUP == 一 1 十 2 的 定理 2.2.8, 我 们 得 到 


>] У) 100, Qilli- 


371 ші 


< С, D йон + 10,4 + we} 
i=1 


(2.6.35) 
根据 定理 2.6.1 和 归纳 假设 (2.6.35) 的 右 端 可 以 由 
CA Lele аы 
来 估计 ,这 就 对 所 考虑 的 情形 证 明了 (2.6.33). 
现在 假设 Q; [9s 011, 其 中 || 一 和 一 1 之 1。 对 应 于 
名 一 1 的 算 子 Q — [Qo 01 可 由 《2.6.35) 估计 。 我 们 将 算 子 
L(u) 写 为 形式 (2.6.18). 那么 
Іа) = —Dj(a*D,u) — iQu + c*u 
其 中 , сте CECR?), ifü Q, 8 TUATARA 
Оне = EQu Qr lw = + CD (atiD,) — L* + ‹*)0 „е 


— L g (L+ DDÀ — суш (1636) 
i 


在 方程 (2:6.36) rh, 4 wm Eu, HRA v, 其 中 “一 
ЕҘЕ, 10, Q; IE, ili. p = 276—1, 3E B# R” 上 积分 。 
由 此 我 们 得 到 
1Еһа[0о Qr, lE sl? 
-|—(L*QLEu, v) + (— Qn LE u, v) — (avDiQn Es, Die) 
= (QD aD Euv) + (е* QuE m, v) + (О„сЕш, 0)] 
(2.6.37) 
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我 们 来 估计 (2.6.37) ЖАО А. 应 用 Schwarz 不 等 式 
(2.1.19), 5|88 2.6.3 和 定理 2.2.3, 得 到 
У, = CLE QR) < ILE + 10A 
= Сш + [кй + nulio 
用 完全 相同 的 方法 可 以 估计 - 
Vis |(О„Еш, Lo) < loli, + ПОЕ 
< cA Ше + ell, ~ ДО 1-а} 
容易 看 出 
V, = |(с*О Еш, e)| + (Оса, v)| 
< CA le*0, E, lh + Па + Ore E lh) 
利用 定理 2.2.1 和 2.2.3, 得 到 
V, < C loli + ПО, |а} 
利用 不 等 式 《2.6.28) 来 估计 积分 
V, = QGSD,ED;Qb»)| 
我 们 有 : 
V (GVD,E n, D.E u) + (абр, DjQfe)) 
再 根据 《2.6.9), 得 到 
V. < CLE n, Еш)| + lali + |(ЕО е, одо) + ПО} 
RIF (2.1.19) 和 引 理 2.6.3 由 所 证 的 估计 ,我 们 得 到 
V.< CoL 1ЕЕ,а|, + [и + NL ONS, a-t Ое а-а} 
< Caf Lol + dedii, + Orate) 
这 里 ,我 们 利用 了 2-6 — 1 < 034—990. de (2.6.37) 右 端 的 形 
式 为 
У, = |(atiD,Qr,E, Djv)] 
BROTAR 26 F ERI 2553. 
V, = 1Са®р,0,„Еш, DAESE, 一 Eï- E-E Qo Qi] Eu) 
+ (GD,0, Es, [Dis E a E 4[Qo Qu] E.) 
+ (260 ,Ел-һ..10,Ем, DE [0 О „1Е н) 


+ (Esch, E 25970,Еи, ШЕ Os Q,1 Ej] (2638) 


"Ix 


(2.6.38) 右 端 的 前 三 个 积分 可 以 按 估 计 Р, 的 同样 方法 进行 估计 .。 
有 
w, = [C8 DíQLE a, DEZE, — Eu, E [0s 0,]Em)| 
< (200 (ЕФЕ, Ер. E DIQw 0,1)* QE, D;Eu)| 
CERE, 一 EX a, Ea) Qos 0,1)", 2°]0,,Е,и,Е,н)] 
op, 2° = (ер), ЖШ (2.6.22), (2.6.9) 和 引 理 2.63.20 B. 
注意 算 子 ЕРЕ, Ef. EL 的 阶 不 能 超过 一 3 027, 我们 
得 到 如 下 不 等 式 
m < Cof ll L{((EZE, — Еў. E) 0.10 Eli it 
+ АСЕЕ, – Ез. E1) Qos Qr} }* Qr, Еш ы-%— 
+ 118, + LEE 2, Ogni 
< Cof LM. + lali + 10, 
我 们 估计 积分 
CYD, Qn Est, 10,, EX 4, YES Qs Or]EA) 
(29р,0,,Ем, E M Qo Q4IEID; ES, du) 
+ (atiDaQn Em, Пру, Edu 1, EE Qs, 018,18) 
注意 wxE CK), АЛИТ ЕЛ, 的 象征 中 的 水 数 g(x) EK 
上 等 于 1, 因此 根据 定理 2.2.4 和 2.2.3, 有 
HID;, ЕХ, Illi < Са 
其 中 ,是 任意 的 非 负数 ,名 此 利用 〈2.1.19), 得 到 
wa < Саи + latD;Q E, |a 
+102, ER uL E  [0,,0,.1E,] | 27h] 
< Сы + ПО) 
根据 不 等 式 (2.6.28) Яп (2.6.9), 有 
ws = |(atiDi En-t OQ Ен, DEE Qo, 0.1Еш)| 
< Cuf |(Т.(СЕл-®,0„ Еш), Est En)| 
[ESSE Slo + E-L, Q; Elli 
+ ICE 0,1E S), Eal 0] EAD i} 
应 用 (2.1.19) RISE 2.6.3, 得 到 
uy Cu | Lulli + 10а 


СА 


Ш 
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ж оаа + T) 
现在 我 们 来 估计 (2.6.38) 的 最 后 的 积分 : 
w, = |(ТЕ„, LIQ En, DjE Qo, Q4,1E20] 
其 中 一 2 一 1 
基于 定理 22.3, 
m, ILED 一 LPPOE,4)9,E, DE Qo ОЛЕ) | 


+ > ICTQ, Eu, D;E [Q, Qi,1E,u)| = ws + ш, 
= 


(2.6.39) 
Ep, т 2 TOS — 2 阶 的 算 子 如 前 面 所 担 及 的 ， 我 
们 用 47 和 Ao ЖОКЛЕ 929 045, 5/08, 和 DAG, E) 
的 算 子 ， 其 中 4(x, E) 是 算 子 4 的 象征 ， 根据 Schwarz 不 等 式 
(2.1.19), 有 


m < У ATQUE IDEA Lv 0,1E le} 


< Call Oreli + Melt 
我 们 按照 这 种 方式 来 变换 积分 vs: 
w, = | (CLWDIED — L'9"D,E, 'J9uEas E SLO, Q,IEA) 
+ (UD, LW] EPO En — Us LOO 1E Q, Eu), 
[9 0.ЈЕж) 
BR, LPD; = 214. LPPD 一 Lx， 因此， 利用 定理 2.2.1 和 
2.2.3, 得 到 
ws < (CLE? — LOEn), Em, E-O ОЛЕ) 
+ сыйн + Oulu 
< Cof EDEP Q Eli + lal: 
+E, GER + Поа (2.640) 
再 利用 在 证 明 引 理 2.6.2 时 所 得 到 的 不 等 式 (2.6.10) 和 
《2.6.13), 因 此 有 
ИД» < Caf (рә, pt + olih 
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x el [ED yet + оа + th) (2.641) 


яй 
{бә С СЕ, ә) + Meli 
< Caf l Lotsa + оаа} (2.6.42) 

从 引 理 2.6.3 与 不 等 式 (2.6.40)—(2.6.42), 得 到 

жу Ca | Le |ë + [н + ПО 18а + ruled 
因此 , 记 住 对 w; 和 V; 所 得 的 估计 ,从 《2.6.37) 得 到 下 面 的 估计 
ME, Qos Q; Esa < Cat ll 5 |Q, eot + |} 
(2.6.43) 
再 根据 定理 226,9 

100, Qu ulli < Сун + LE; S E 0, QulullY 
< Сайн + VE; to, ОЕ} ， 


(2.6.44) 
J, (2.6.44) $0 (2.6.43) 得 到 
MCQ Ф.а CoL Enid + ПО аска ell 
(2.6.45) 
现在 归纳 假设 为 


llus sarta < Cat ES etita} 
从 这 一 不 等 式 和 《2.6.45), 我 们 得 出 如 下 结论 
WE Qo» О.Л < Call ll + alit T 
这 意味 着 (2.6.33) 对 于 所 考虑 的 情况 成 立 。 定 理 证 毕 、 
我 们 考虑 由 算 子 组 Qu. co. Om 生成 的 算 子 Q. 根据 定理 
22.3， 对 于 每 一 多 重 指标 1 一 《m%，-…, a) RF Q: 可 以 写 为 形 


A" O= Qi T, (2.646) 
其 中 算 子 T 最 多 为 0 阶 ， 而 О? 是 对 应 于 o = 1 ВЕ dis, 
B 的 拟 微 分 算 子 。 

定义 ”在 紧 集 KK 上 的 算 子 组 {0。，.……， Ом} 称 作 是 秩 为 mw 的 
RT, 如 果 存 在 一 个 数 КСК), 使 得 对 于 所 有 的 + € K 和 所 有 的 
EC R”, 有 


2104 


I+ У) [RE 2 C,G + |&]?), C,= const > 0 
IET 
(2.6.47) 
X28262 1000, i Qu) BEK тт, 
则 存在 常数 ССК) 0 和 ECK), 使 得 对 于 满足 条 件 Lee Ha) 
的 任意 广义 函数 we D'(9)( 即 对 于 任意 函数 we C?CQ) 有 pLue 
90), 估计 
[н сю < СОК, Dl н + ned (2.648) 
成 立 , 其 中 函数 p, pe CK), WEE suppp Еф. = 1 3F Ңт= 
const < s + (К). 如 果 算 子 组 (Qu, 57, Qu 的 秩 在 每 一 紧 集 
kS н.т орава. 
证 明 我 们 证 明 : 对 于 在 (2.6.1) 中 的 算 子 LCw) 定理 2.4.2 
的 条 件 满 足 ， 因 为 由 假设 不 等 式 (2.6.47) 成 立 。 由 定理 2.2.9 Ж 
出 对 于 任意 函数 we С СК), 有 估计 
[ET E owl + help} 


йк) - 


由 此 和 01 的 素 达 式 (2.6.46) 推 得 
Was cÍ D ом + тир + dem } 


ini 

«c1 X Www 

VLERK) 
象 证 定理 '2.5.2 时 那样 ,利用 引 理 2.6.4 389 s + 1 — 217800 2» 0, 
我 们 得 到 估计 
Wels < CA 18 + Ги + и кун cn.) (2.6.49) 

现在 我 们 选取 *， 使 得 

s + 1 mE. + 1 — 0-0) ә 0 
由 此 得 到 2280 — Iy +1 qo цу 2119 < 
2(2800 一 ууч, 所 以 这 种 s 存在 ， 我 们 用 seCK) 表示 :十 1. 显然 
e(K) > 0, 3А (2.6.49) 和 定理 2.1.12 得 到 ,对 于 一 切 we ССК), 
有 


*211* 


П < CA Ll + Malla (2.650) 
因此 我 们 得 到 定理 2.4.2 的 条 件 1 的 不 等 式 (2.4.18)。 根据 
定理 2.6.1《 能 量 估计 ), 对 于 一 切 x“e CIK) Ri + > 0, 有 


Бун юш + tela) < СД + lelg} (25D) 


J=1 
容易 看 出 ; 
LD — LO — T, (2.6.52) 
其 中 T, 是 最 多 为 0 阶 的 算 子 ,而 且 
Tn= Lü + T, (2.6.53) 


其 中 , T, 是 最 多 为 1 阶 的 算 子 。 由 (2.6.51) 得 到 
>) (бий + ны) < С + lali} C2.6.54) 


= 


在 〈2.6.54) 中 :我们 令 2 = (K), Hl 


У 9 + Moss + lel? 
j-1 
< сн + lullew}, «€ ССК) (2.655) 
Ж (2.6.55) 中 ， 我 们 用 Eu 代替 wx。 应 用 定理 22.6 8122.35 
从 (2.6.55) 得 到 


E (оаа + [Шуи аыл) + 11 
= 


< e] CIE Lal + ПЕ Lan) + [Еш + мы) 
i= 
< сыйн + Del, + [йыл 
« c.f. +) GL? + Moli) + ua] 
PEE 


回忆 定理 2.1.12 的 不 等 式 〈2.1.30)， 我 们 最 后 得 到 : 对 于 任何 
s€ R', 


23 Чай + Moulia) < Call + ий} (2.6.56) 
= 
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显然 从 (2.6.56) П # ЯФ 3E FE 2.4.2 BJ £ S Ж, (2.4.19) A. 
《2.4.20)。 定 理 证 毕 。 

下 面 类 似 于 定理 2.5.3 的 定理 对 于 (2.6.1) 型 的 方程 也 成 立 。 

定理 2.6.3. 假 没 (2.6.1) 型 的 算 子 在 区 域 3 内 满足 下 列 条 件 : 

D) 在 任意 紧 集 KCONM F, ET {Qo t, Om) 的 秩 为 
m; 这 里 对 是 在 有 限 个 (m 一 1) SOCIBIOESUEIS ETE RE E 
且 集 合 M 的 闭 包 在 o W. 

2) 在 每 一 点 +e M 上 ,满足 不 等 式 

атт, + | ati, ui 十 bp. i > 0 
其 中 n EREN 在 点 = 的 法 向 量 ， 而且 фо, estn) = 0 St 
在 点 * 的 邻 域 内 的 方程 ,其 中 grado == 0, 

那么 在 D'(0) 中, 使 得 Lu € 9C" Co) 的 每 个 广义 函数 x 满 

是 估计 


les; < C, (le, Luli; + lue (2.6.57) 
其 中 函数 p, eie CIO), WEHE sappy 上 qi = 1; 此 外 , 或 者 在 
M i918 зарррП M = Ø, XEY = const < s, 
满足 条 件 1) 和 2) 的 微分 算 子 工 在 2 内 是 整体 亚 机 夯 的 . 
证 明 定理 2.6.3 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 2.5.3 的 证 明 。 为 了 
证 明定 理 2.4.2 的 条 件 1, I 和 Ut, 成 立 ,我 们 完全 眼 证 明定 理 2.5.3 
一 样 来 进行 ,得 到 估计 


Iuli lLelt. «€ Cr(Ge) (2.6.58) 


其 中 c, 5 жж. B а RTDLSRUEREK. 
从 表达 式 (2.6.52) & (2.6.53) 得 到 : 
立 «12916 + Пе) < CAL Pui + Иде, + Heli} 


n (2.6.59) 
H (2.6.6) #1 (2.6.9), 我 们 得 到 


25 Lui < c, ийын» + Hali} 
da) 
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从 不 等 式 (2.6.14)》 得 到 : 
ШМ < 2I E Lini + Сун 21 to E elit + Cial 


< «[z LDE |р, uela + ia) 
МХ АБН SURE 26.3, 我 们 推出 


в, < Col lial + elol н} 
再 考虑 到 《2.6.58)， 得 到 
ML Pali + Lol < УЕДЕ E ДЕЛ 


其 中 we Со(С,). 

完全 跟 证 定理 2.5.3 一 样 ,由 此 及 (2.6.58) 推 得 ， 在 定理 2.6.3 
的 条 件 下 ,定理 2.4.2 的 条 件 I，I 和 Ш, 成 立 。 

下 面 是 定理 2.6.3 的 一 个 推论 。 

定理 2.6.4 ”假设 对 于 Ar 内 的 每 一 紧 集 K。 算 子 组 (Qv. 
tts Ом} 的 秩 为 m, 并 且 假 设 在 点 * 上 成 立 不 等 式 | 


D Gi + 61) > 0. 
3-1 


则 算 子 工 在 0 内 是 亚 椭 加 的 ， 并 且 对 于 每 一 紧 集 KCO 和 每 一 个 
使 得 Lec BEL《Q)《 对 于 任意 的 we CFC9)》 的 广义 函数 «e 
DD, Жа (2.6.57) 成立。 

定理 2.6.4 的 证 明 类 似 于 定理 2.5.4 的 证 明 。 

我 们 注意 到 : 为 了 使 定理 2.6.4 成 立 ， 在 点 如 上 到 (ar + 
||) 5 0 的 条 件 是 本 质 的 。 事 实 上 ,函数 上 一 |x|"v > 0) 满足 
方程 


|z] Au — (vm + (> — 2))u = 0 (2.6.60) 
其 中 [е] к= Уга], ОЖАЙ "不 是 整数 , 则 显然 方程 (2.6.60) 在 包 
АЖАЛ ОЕ. ` 
基于 定理 2.6.4, 容易 看 到 方程 
a) An + us = 0 
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在 包含 原点 的 区 域 o Va E ЧЕНИН, 其 中 aG) € COR), le] 
Ож aGO > 0, WERT- 91а 2200 ex 79. 
由 二 定理 25.2 和 2.6.2, 方程 
Die + и + ixlDui = 0, k,12 0 
EMRA. 
方程 


Diu + (a (e) + а(н 一 
EKR |<, |° + 1s! < 2 内 是 全 亚 枉 贺 的 (基于 定理 2.62), 其 中 
a) 和 ala) ЖР. ССР), 在 x= O 8 аба) > 0; а(0)= 
95 ХЕ [ea] > 1 а Са) 27 0 fü |] < 1 j aG) = 0, 

注 可 以 构造 一 类 形 如 (2.6.1) 的 方程 ， 其 左 端 不 能 表示 为 
(2.5.0) 的 形式 。 下 面 给 出 的 构造 是 基于 Hilbert 的 一 个 定理 .在 
L481( 也 可 参看 [47]) 中 ,Hilbert 构造 一 个 含有 两 个 变量 的 六 次 多 
项 式 Р(х, y), 它 不 可 能 表示 为 有 限 项 多 项 式 平方 和 的 形式 。 

我 们 令 

AG y, 2) = Р (=, i ФРУ х) (1661) 
"um 


Ж Р, 是 一 个 无 限 次 可 微 函 数 , 它 及 其 所 有 直到 6 阶 导 数 在 * 一 
y= z = 0 处 都 等 于 0， . 

引 理 2.6.5 ”由 《2.6.61)》 给 定 的 无 限 次 可 微 函数 A(x,y, z) 
在 原点 的 任意 邻 域 内 不 可 能 表示 为 有 限 项 无 限 次 可 向 函数 的 平方 
和 的 形式 ， 

证 明 ” 若 不 然 ,假设 方程 


AG... z) = >: Ағ, y, z) (2.6.62) 


jml 
在 原点 的 一 个 邻 域 9 内 成 立 ， 其 中 A; 是 在 Q N ERR IMOR 
数 。 我 们 把 А, 表示 为 部 分 Taylor 级 数 展开 式 


1 81460, 0, 0) 
= > yy + R; 2.6.63 
^ 191 Oray MN d (2.6.63) 


其 中 函数 Ris 及 其 直到 三 阶 导数 在 原点 为 0。 
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M. (2.6.62) 容易 得 出 ， 在 原点 上 o] < 206538 0714/02 
G 一 G, y. з) 都 等 于 0, 而 且 


N А 
ар e , z) 5 8714,(0, 0,0) ху 
= * Ға luas 9zm0yə0z" 


(2.6.64) 
在 (2.6.64) HEr 一 1， 我 们 得 到 : Hilbert 多 项 式 P(x, y) 表示 
为 有 限 项 多 项 式 平方 和 形式 的 一 个 表达 式 ， 这 是 不 可 能 的 。 引 理 
in. 
引 理 2.6.5 是 L. Hórmander 和 У. P. Palamodov 告诉 我 们 
的 。 从 这 个 引 理 可 以 得 到 : 形 如 
L(u) = AAn + Qu (2.6.65) 
的 算 子 在 原点 的 任意 邻 域 内 不 可 能 表示 为 形式 (2.5.1)， 这 里 Q 是 
系数 无 限 次 可 微 的 任意 一 阶 微分 算 子 。 事 实 上 ,如 果 


—(AAu + Qu) = Ý, Xu + іХ cu (2.6.66) 


PLI 
那么 ,由 等 式 {2.6.66) 右 端 与 左 端 二 阶 导数 的 系数 推 得 , SEP k= 
1,5, m, A 


AG, y, 6) = E GD* 
i=l 


由 于 引 理 2.6.5, 这 是 不 可 能 的 。 容 易 给 出 (2.6.65) 形式 的 算 子 的 
便 子 ,此 算 子 在 原点 的 一 个 邻 域 中 满足 定理 2.6.2 的 条 件 ， 因 此 它 
EURAN. 

+ AG, y, z) = IPOs y1z)， 并 且 假 定 @ 是 这 样 的 一 个 
常 系数 一 阶 算 子 : 对 于 某 个 k， 在 原点 上 (DJt4d = 0。 则 算 子 
《2.6.65) 在 原点 的 一 个 充分 小 邻 域内 满足 定理 2.6.2 的 条 件 。 

事实 上 ,在 这 种 情况 下 

199 — 24(x, y, x)D; 
而 且 容易 验证 ,对 于 |7| 一 26 + 1, 形式 为 
Qi = adQ -- -adQL'? = 2(9)44 - р; 
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的 换 位 子 具 有 象征 QiCo y я, ЕЁ) == 2(0)*54- Ej. MARTRA 
的 一 个 充分 小 邻 域 8 内 的 所 有 点 (а, У, z) 


$*ilgis.y, 2, E) 12 e [| Р) (0.6.67) 


PLI 
其 中 Co = const > 0， 从 关系 式 《2.6.67) 推出 ， 在 9 内 定理 2.6.2 
的 假设 是 满足 的 ， 


$7. 在 非 光滑 区 域 第 一 边 值 问题 的 解 。 
M. B. Келдыш 方法 


对 于 满足 定理 2.5.2，2.5.3，2.6.2 或 2.6.3 的 条 件 的 亚 椭圆 方 
程 ,可 以 用 M. B. Келдыш 方法 构造 在 非 光 滑 区 域 的 第 一 边 值 问 
题 的 解 , 它 基 于 出 函数 的 应 用 ，Kemapmre 用 这 种 方法 最 先 研究 方 
Ж (1.1.4) 在 区 域内 点 是 梢 贺 型 的 边 值 问题 《1.1.4), (1.1.5). 

引 理 2.7.1 BR Qo 1, '…) 是 这 样 的 区 域 序列 Duc 
O, CO, DUN O, 的 边界 S, 对 于 业 充 分 大 的 局 于 4 外 类 , 并 且 
在 2 内 的 任意 闵 集 属于 所 有 (从 某 = 开始 ) 的 区 域 9.。 设 8 是 在 
五 内 的 连续 函数 ,而 f 在 2 内 有 界 。 假 设 满足 下 列 条 件 : 

1) 方程 

Lu) = sAu + L(u) =} (HE Q, A) 670 (2.7.1) 

RRE 


чаба 一 8 (02.72) 
В и, 在 空间 Св) 中 形成 一 个 紧 集 《这 里 :之 ?2 而且 6 是 
包 合 在 2 内 的 任意 闵 集 ), 其 中 在 总 上 


L(u) = аба, + bas, + си, e < 0, at (Баву m 0 

2) 对 于 8 的 边界 5 的 茶 集 合 2 的 每 一 点 P. #tr— TE 
函数 ， 即 满足 如 下 条 件 的 一 个 函数 VG); а) V (z) ERR o= 
ОП oCP,) 的 闵 包 中 定义 且 连 续 ， 其 中 oO) 是 点 P, 的 某 邻 域 ， 
JEELV GO) 属于 CoR; b) VE) 一 0 而 且 在 而 的 其 余 点 


AND 


E V > 0; c) # o, A L(V) < С, = cont < 0, 

3) ЖОПУ р СОСО) JS EE He b n: 在 
ООУ Ñ W > 0,f££ Ор L(W) < 0, EX z XA Wr) 一 
co, BREH WR z 在 集合 XN B8 5 邻 域内 ,而 8 充分 小 ， 则 
WC?) > N, 这 里 入 是 任意 的 。 . 

则 方程 LG) 一 了 在 8 中 存在 一 个 唯一 的 有 界 解 , 它 在 QU X' 
中 连续 ,在 > ЕБ к 重合 ,而 且 属 于 Co(9) Ж. 

证 明 根据 极 大 值 原理 ,问题 (2.7.1)，(2.7.2) 的 解 wm 关于 
tn НЯ. У и. 的 集合 中 ,我们 选取 6 一 0 和 "一 
оо 时 依 空间 C? CO.) 的 范 数 收敛 的 一 个 序列 ， 我 们 再 从 这 个 序 
列 中 选取 一 个 依 空间 C097) 的 范 数 收 伍 的 子 序列 ， 等 等 对 角 
线 序列 wnk H n, — 00 和 6,0 时 对 于 每 个 /之 1 在 名 上 一 
致 收敛, 序列 直到 : 阶 的 导数 国 样 是 一 致 收 合 的 。 显然， 极限 函 
Жеб) 属于 COO 类 ,在 Q 内 有 界 并 且 满 足 方程 L(x) = f. 

我 们 证 明 : w(x) Er 上 趋 于 一 极限 , 并 有 等 于 函数 &。 假 定 
P, Z^ БИЕ, M A, 是 中 心 在 Pi 半径 为 ?的 球 ;假设 7 
充分 小 使 得 这 个 球 的 所 有 点 x 都 属于 万 ,并 且 满足 le-se) 
«8, 其 中 6 > 0 是 某 个 给 定数 而 且 COCP3)。 

EKR 0,2, 内 ,我 们 考虑 函数 

wala) = +g(P.) + 6 Fu, + CY), C = const > 0 
容易 看 出 ,在 9, A, 内 

LeAw4) = =с&(Р,)у + c8] + CleAV + L(V)) 
因为 在 四 内 L(V) < C, < 0, ЖЕРЛИ 7, DN h 
当 s 充分 小 时 ,我 们 可 以 选取 C 充分 大 ,使 得 在 OUT h, 内 Lalwa) 
« 0 对 于 这 样 的 选取 , 虽然 в 依赖 于 #=， 但 是 C 与 6 或 无关 . 
在 Q, 1, 的 边界 上 ,函数 a (n) 非 负 ， 事 实 上 ,在 S, 的 点 上 , 由 
于 6 和 7 的 限制 ,有 

wale) = +g(P,) 9g) + CVC) > 0 
而 且 对 于 在 半径 为 7 的 球 内 的 那 部 分 边界 的 点 上 、 对 于 充分 大 的 
CH wz 2 0, 这 是 因为 在 这 些 点 上 ,P > C, > 0 MERR ten 关 
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于 e 和 # 一 致 有 界 ， 根 据 在 区 域 O, YA, PS Lw) < 0, eco 
而 且 在 其 边界 上 xx > 0 的 条 件 , 由 极 大 值 原理 推 得 : 在 O, 1, 
内 ws > 0。 贝 此 推出 ,对 于 OS LIAE UD xv 

Габе) —g(P.)| < ó + CY G) (2.7.3) 
25 C Ej 6 а 无关 ,我 们 可 以 选取 一 个 序列 et， п, fede 
和 nif oo b, иен oru), ЗЕ НО в, 0 n 77 оо IN, 
TAXE (2.7.3) 取 极 限 . 因此 对 于 一 切 «€ 0012,, 18580 

lule) — #(Р,)| <S 8 + СУФ) (2.7.4) 
常数 3 是 任意 的 ,而 且 C 依赖 于 8, 因此 从 《2.7.4) 推出 : 当 n 
P, ki, ибх) — ФСР.) (ROS V GO — 0), 

我 们 现在 证 朋 : 在 QU 内 连续 ,在 史上 等 于 g, 并 且 满足 

方程 


o 


a 


Llu) = f EAR), кє С®(о) 
ПК a (G) 是 唯一 的 . 
ЗАЕВА EXE ЕЛИП, WIE (18938 v GO dE r E 
ESTO, АЛОР 202) = 0, 并且 |v| «Ks K= 
cons, # QUR ИЕ боо, 8 一 const > 0. 这 些 函 数 在 
区 域 AAAG. 的 边界 上 是 非 负 的 ,其 中 G- 是 二 充分 小 时 集合 ASH 
к Ж. ZUERNEOWeloWizbe—odfHurcxxv 
ES ze (а) -> со 这 一 事实 推 得 的 。 此 外 ,我 们 有 
ZL(5w 土 v) 之 0, 在 ONG, 内 
因此 根据 极 值 原 理 ,在 ONG, 内 ооо 2 0, 所 以 在 ONG, 的 点 上 
1 «ви, BE E Орн. 显然 对 于 一 切 充分 小 的 e. 
z€ ONG.。 因 为 8 是 任意 的 ， 在 点 * 上 不 等 式 1v| < дю, 实际 上 
就 推出 了 r) 一 0, 即 在 & 内 之 兰 8。 引 理 证 毕 。 
我 们 现在 来 考 志 方程 Lu = 一 Pu == 了 的 第 一 边 值 问 题 , 其 中 
ра: (2.5.1) 型 算 子 . 
定理 2.7.1 EET Xe, X 在 区 域 8 内 的 每 一 点 * 
上 的 牧 为 m， 并 且 在 8 内 一 7 S c < const < 0， 候 设 函 数 了 有 界 
ЖН. ]є 2010), Yep 2G — k) > m ik 22, 假设 边界 2 的 
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一 部 分 E 具有 如 下 性 质 : 每 一 点 PE XC BU LA ADR CE EAS 
内 区 减 9 包含 在 某 47 RKR Ору, 关于 它 Р, 位 于 Z,U Z, BG 
集合 内 ,并 且 在 马 的 点 上 B < 0, 其 中 8 是 关于 算 子 工 一 一 P 按 
(1.5.6) EX EIER, ik: UE XXE 一 所 而且 集合 XN 
是 4 中 类 区 域 的 边界 , 并且 NEC ZU Z, RANTELAR 
ERRIO ors yw， 集合 INE 在 平面 yo = 0 RLA = XU 
Zo HF ONF 内 的 一 切 点 ym > 0。 则 方程 i 

Lu = f, 在 8 内 (2.7.5) 
存在 一 个 唯一 的 有 界 解 бе), E we QU 1“ (0), we CHO) 并 
BG) 在 2” БЕ, 而 在 2” 上 取 给 定 连续 函数 的 值 . 

证 明 在 定理 的 条 件 下 , 我 们 来 验证 : 区 域 和 方程 (2.7.5) 
满足 引 理 2.7.1 的 所 有 假设 。 首先 我 们 证 明 ， 如 果 在 边界 点 Pi 附 
近 , 边 界 的 那 部 分 是 一 个 4 外 类 区 域 的 边界 ,并 且 属于 QU Z GE 
BRALA S < 0), 则 对 于 点 Pn FEARR У (0) 为 此 目 
的 ,在 点 Pi 的 邻 域内 我 们 引进 局 部 坐标 九 ,…, ym, 使 得 边界 了 
位 于 平面 ya = 0 上 ,而 且 在 Q 内 ym > 0. 对 于 新 坐标 ,方程 (2.7.5) 
取 如 下 形式 

Lu = аби, + ГАЯ + са = f 

由 于 我 们 的 假设 , 在 点 Р, 的 充分 小 分 域内， 或 者 m"” 0. 或 者 
й—8"<0; Ж, с<0, IEH y») 是 在 Pi 点 的 
28 邻 域内 (ә 充分 小 ) 的 那 部 分 EE УНЙН БК. 并 且 具 有 性 
Ж: EAP Lomi, # P BJ 8 邻 域外 由 一 0， 而 且 在 其 余 点 
04 «1L, 在 区 域 0,0 < y, < có) 中 ， 我 们 考虑 函数 = 
eU е7), eri e, r = cont >00, BRV) — 0, 而 在 
rc P, W V G) > 0,3⁄ B.V e CDon), ЮАТА ns 
хт, 在 P, 的 邻 域 内 区 域 9 的 边界 2 是 AO 类 区 域 的 边界 , 由 此 推 
得 oi 和 也是 有 办 的 我 们 需要 验证 L(V) < 0。 如 果 选 取 z 充 
分 小 而 * 充 分 大 , 则 有 


= 
LG) = cene [eme + Dy Gere, aH eru) 


DESI 


. 2200 


mt mi 


一 2 У] «*"ктф + > Brrrbye — Bs + 2 Toce" «0 
kat к=з 


由 定理 2.7.1 的 假设 , 在 2 上 的 每 一 点 P 的 某 令 域内， 区 域 
QUE EXC О ANT 6, 我 们 在 点 P. ESTDUSIE- Л 
BEVG). 显然 ,上 面 所 述 的 函数 了 (ze) 也 可 以 作为 在 点 Р, TX 
域 2 的 闸 函 数 ,因此 对 于 区 域 9 引 理 2.7.1 的 条 件 2) 是 满足 的 

我 们 定义 这 样 一 个 函数 W: 在 XNZ BO 0 邻 域外 等 于 正常 数 
K, 而 在 此 邻 域内 由 下 面 的 方程 给 定 《 这 里 XN 在 平面 yw 一 


Ex 
= inya- An) + K 


其 中 对 于 Sym < 2/278 А(у„) = 1,у„ 22 8 E AQ) 0, АУ) 
是 一 个 光滑 的 函数 ,并 且 OAO) < 1, BI 
L(W)= oH uy, PW v, + eW = ay hym) 
— 2e" "yj (у) on ye" K Om) B^ Yo bn) 
— Bin y, hrs) + Ke — ys - Ауа) с 
如 果 在 XN' APRA a= = 002), AH 8" 2 0 f B. e < 0, RU 
对 于 充分 大 的 天 ,我 们 得 到 LO) < 0, 如果 an = 00), Шш 
假设 оў" 一 8" < 0, 从 而 对 于 充分 大 的 天 有 工 (多 ) < 0, 
如 果 AZ 是 满足 AFN = 多 3:38:33. 
由 如 下 方程 来 定义 : 
W(G)- —lar- (r) + K 
其 中 * 是 点 * 到 У) АОВ, ful AC) EIE SEU E 
易 看 出 对 于 充分 大 的 KK 和 充分 小 的 8, RAW AES E 2.7.1 的 条 
#3). 
现在 对 1.(и) = —Р(и) 的 情况 我 们 来 证 明 引 理 2.7.1 的 条 件 
由 是 满足 的 。 由 假设 ,对 于 区 域 2 的 每 一 点 *， 对 应 于 算 子 P 的 算 
子 组 X oo, X 具有 秩 m. 因为 对 于 (2.71) ЯТ 68/8x; G = 
I, c, m), Ay +++, X, 的 对 应 组 包 合算 子 X, 7o X, ШЕЯ 
2.5.2, 我 们 有 
ПФ < Clo, lp Lenli + llalla) (2.7.6) 


+221. 


其 中 8 = const > 0, 函数 p， p € CF(w), GCO, dr p HERIR 
RA p = 1, Ж ue DOH L,(u) € 人 ,而 常数 C 与 8 无 
X. 把 对 于 n > n 的 函数 wes 代 人 《2.7.6)， 这 些 函数 就 是 问题 
《2.7.1),《2.7.2) 的 解 ， 对 于 充分 大 的 n. 得 到 
фи. „М < CCo, ғ) (1 + Права Е (2.7.7) 
其 中 5 = const > 0, 
ВА уе GE 1" H ERRA ERM usa TORRT e Mn 
一 致 有 界 , 从 《2.7.7) 得 到 
Пра, „Пе s C, 
其 中 C, 5 en 396. 从 Соболев 定理 ( 见 定理 2.1.11) ЖА 
BOR oues, 在 空间 22, 中 是 列 紧 的 。 从 定理 2.1.8 推出 ШЖ 
2G 一 k) > т, ЙАЗ фи... 在 空间 CCo) 是 列 紧 的 ， 
因为 ?是 在 CI CO) 中 的 任意 函数 ， 我 们 知道 u, 满足 引 理 
2.7.1 的 条 件 1)。 从 而 定理 证 毕 . 
注 1 对 于 算 子 工 满足 定理 2.6.1 的 银 设 的 情况 ,定理 2.7.1 也 
是 正确 的 .对 于 这 种 情况 ,为 了 得 到 (2.7.7) 型 的 估计 ， 我 们 必须 
利用 定理 2.6.2 中 证 明 过 的 对 + > 0 的 不 等 式 
les < С [фи] t Це 1 н 26%, Lhu) є gr 
(27.8) 


和 估计 

[фи < Ci фа + Hull}, 8 = eonst > 0 (27.9) 
其 中 p, pe Ca) HEE spp 上 qim 1. 因为 L(a)= 
L,(u) 一 £^u, 所 以 

Пра < CI le L.l + фа + Ipuli} (2.710) 

从 合计 《2.7.10) 和 (2.7.8) 容易 导出 一 个 (2.7.6) 型 的 不 等 式 . 不 
FA (27.8) 可 以 用 类 似 推导 (2.6.3》 的 步骤 来 获得 。 

第 一 章 $8 的 方法 可 以 用 来 研究 :在 闭 区 域内 满足 定理 2.5.3 
或 2.6.3 的 条 件 的 亚 本 圆 方程 的 问题 (1.1.4),《1.1.5) 的 弱 解 的 光滑 
性 ， 显 然 ， 这 些 定理 的 一 个 推论 是 ， 在 区 域 9 的 任意 予 区 域内 ， 
满足 定理 2.5.3 或 2.6.3 仍 设 的 第 -: 边 值 问题 的 广义 解 是 局 部 光滑 
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的 。 


$ 8， 具 解析 系数 二 阶 偏 微分 算 子 的 亚 棋 况 性 ” 


我 们 来 研究 算 子 (2.6.1) 的 系数 是 实 解析 函数 的 情况 。 此 时 ， 
算 子 《2.6.1) 与 (2.5.1) 亚 枉 杭 性 的 充分 必要 条 件 可 以 用 简单 的 方 
ARME. 在 我 们 的 论述 中 ， 下 面 关于 解析 向量 场 的 引 理 (参看 
E1451, [146]) 起 很 重要 的 作用 。 

假设 YG), - o, Уаз R” 中 的 区 域 9 内 给 定 的 解 
ВТ, Вр Уо) — Саб), ++, aO) 其 中 a —1,-.-, 
m, } 一 1，… СОРУ ЯК. H Y; 表示 对 应 于 向 量 
H Y (e) 的 微分 算 子 ` 

Y= > en, 260 


对 于 每 一 多 重 指标 ! 一 《wm，'…，w)， 我 们 定义 微分 算 子 Ye 一 
аду - аду, yu 其 中 对 于 一 1 a ml, l. 我 们 
用 EOS. co Y) 表示 在 Q 内 具 解析 系数 的 算 子 Y, 的 所 有 可 
能 的 线性 组 合 的 集合 。 

ERLE, ERA L(Y 55, YO 中 线性 独立 算 子 的 最 大 
数目 定义 为 算 子 组 (Ys, oo Yi 在 点 如 的 秩 . 

引 理 28.1 RENG, o VG) 是 给 定 在 空间 К" 的 区 
域 @ 内 的 解析 向 量 场 ,并 且 假 设 在 点 ze 0 ЕЙТ (Gs Y) 
ЙОКО А, 其 中 Deck т, UEA ле BRN FEA k ER 
ТЕ V, ER CcCV 且 在 此 流 形 的 每 一 点 上 、 对 应 于 (У,, 
ts Y) 的 算 子 的 所 有 向 量 在 此 点 切 于 Y。 

证 明 假设 * 是 原点 .我 们 先 证 在 x* 的 邻 域 0, 内 ,存在 一 
个 由 解析 函数 Р, 给 定 的 非 退 化 坐标 变换 

у; = Р(х, tty Zm) sml, teg m (2.8.1) 


ӨН: ОК ERRAT B ACTAE AE E COS 
最 后 9 PUR 9 ИШК DLL 
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并 且 存 在 属于 YS o YO BB КОЗЕ Yr co Yide 
得 对 于 新 坐标 ,这 些 算 子 可 以 表示 为 形式 


j-1 
Yom BY jml, K (1.82) 


其 中 e, = 8/8y; 而 对 是 在 点 * 的 邻 域内 对 应 于 解析 向 量 场 的 菜 
算 子 ， 因 为 在 点 ** 上 算 子 组 {7,,，，…,Y} 的 牧 等 于 之 1, 我 们 
知道 ,存在 一 个 向 量 场 Y GO ,使 得 YC0) 9 0, 并 且 Y, (У, 
“…,Y)， 对 这 种 情况 ,容易 证 明 ; 在 点 x* 的 邻 域 U, 内 存在 一 个 
《2.8.1) 形 式 的 解析 坐标 变换 ,使 得 在 此 邻 域内 Yn = 8/37, 因此 ， 
RR k= 1, 则 得 关系 式 (2.8.2)， 如 果 丰 > L, 则 显然 存在 一 个 向 
Bi 9.0), ВЕ V, e (0, o Y), HE Ӯ, = Фу) + 
Уш Ү„(0) = 0， 其 中 yn( 在 点 必 的 某 邻 域 0 的 所 有 点 上 正 
ET. оу) BR Y, € L (Yot YA E а WED U, 4, 
有 


ҮС) = 00, y ++, y.) + YO) 
其 中 YiG) EREE. ЖИ] у, vs 中 , 我 们 作 一 个 
BRER Y рО c Yn) P 2. ， 妨 ， 对 此 想 应 于 向 量 
P Y (0, Vas tita Ya) 的 算 于 变换 成 e 一 8/8y;. 所 以 在 新 坐标 
yi = yo ур (25 tt Уз) G = 2, +++, MPRI УЖ 
示 ), 有 


Yi = es Yi, =e; + Y; 
HT k > 2 的 关系 式 (2.8.2) 将 用 归纳 法 证 明 。 假设 我 们 已 
经 选取 坐标 系 h.c Yas HEM (У, oos, YO 选取 :个 算 
子 , 使 得 ` 
i- 
уа Уу jeh ons (2.8.3) 


Сеп 


其 中 ,ej = 0/0y, 而 YO) 是 解析 向 量 场 。 现 在 我 们 证 明 ; 如果 
s< GRUT s + 1,《2.8.3) 同 祥 也 成 立 。 根 据 引 再 的 假设 , 在 S 
的 邻 城内 存在 一 个 向 量 场 Frp OER Frye ros YD, 
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iOS. 


并 且 
#„ У) 00е + Yin (2.84) 


= 
其 中 对 于 ¿=< +, YL aG) EZF G), Чы 是 解析 函数 并 且 
ү;.100) = 0。 由 Taylor 公式 ,有 


А 
YiaG) = (0,5 нә т» 98) + Уа) 
mi 


其 中 Ya 是 某 解析 向 量 场 。 在 yt，…，?m 平面 内 ， 我 们 引进 
坐标 变换 ,在 此 从 标 变换 下 对 应 于 向 量 场 ИСР Е 
ya) 的 算 子 变 为 et = Jay 因此 从 不 等 式 (2.8.4) 推出 在 新 
HPK RD 1628 DA 


‚ ; 
Y, У Gae + em + У) Уы — (0853) 
del 


利用 等 式 (2.8.3)( 由 归纳 法 假设 此 等 式 成 立 ) 来 表示 魏 “ 的 0， 
M (2.8.5) 得 到 


Yum out DY на 
= 


其 中 Y, € (Yu, +++, У), BE YL GO) EE а 的 邻 域内 的 
某 个 解析 向 量 场 。 这 就 是 所 求 的 结果 。 

在 9 坐标 中 超 平面 Et == {Уа 一 0， 知 一 0} 是 一 流 形 
V ,对 于 它 关系 式 (2.8.2) 成 立 .为 此 我 们 证 明 ， 如果 Y RES CY. 
o, Y) 中 关 寺 坐标 > 的 任意 算 子 , 则 对 于 i 2 k + е0) 5 
Y1(y) 的 内 积 在 E* 属于 z2 的 某 邻 域 的 点 上 等 于 0， 因为 = 
(ej(y)，Y1(y)) 是 ?的 解析 函数 ， 所 以 只 需要 证 明 这 个 函数 关于 
yo “84 的 一 切 导数 在 原点 都 等 于 0 RET. 

我 们 证 明 在 点 з HEPR U 内 ， 


Z = (uo YOD + Ууз, Sks Sh (186) 


s P= 


其 中 YE & (Yu o. YD А? ERRIAN. AH ade, Y, E S 
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Oo S YD, 我 们 有 
2. = GG), Gda YNO) = (e,G), YIG) 
我 们 对 ， 进行 归纳 。 BOR (2.8.6) 对 于 * < s < k RI RINER 


它 对 于 :一 “十 1 也 成 立 ， 利用 i s + 1659224858 (2.82), 得 
到 


3t 
ду 


= (609), (ade, iY) O) 


/ а 
~ (so. (чр... -5 аә) 
pmj 


= GG, GIY, IDOD — 3: GG), 


1 


(айу, Ул YD) 
10 


= GG YiG)) E ае), YSaQ) 


= 
5 

= Ў) nA, (2.8.7) 
= 


Жей, ap 与 4。 是 某 解析 函数 ,而 且 Ye SQ, s YD. Mi 
so + 1 89 0.8.2) 得 到 


kj 
Yau ade, o $i Yp (2.8.8) 
эн f 


Ж» Y uua 是 对 应 于 一 个 解析 向 量 场 的 一 个 算 子 .因此 从 (2.8.7) 
和 (2.8.8) 得 到 


Ое), 00) А Ў HIGORCA A) 
Exi LE 


Oy, 
+ 
+ Уур, 


л 


其 中 4?* 是 解析 函数 ， 因 为 对 于 оса, 有 
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Те), Git, 06 e È Gi). Y, G) (89) 
HEY, (Уз, 5 Үр), 从 归纳 假设 推 得 (2.8.9) 的 左 端 可 
以 写 为 形式 (2.8.6)， 因 此 (2.8.6) 对 于 :一 5% 十 1 Rr. 

我 们 现在 来 证 明 , 对 于 每 一 多 重 指标 a m (а, o. ТЇЙ 
形式 的 等 式 成 立 : ` 


on А Уу 
Bic yi Cs, YOD 2s: (2.8.10) 


ЖЧ Yz € Z(Y,, c, Уг), ti 42 ERRAR. WF jel 一 1 此 
等 式 已 经 证 明 。 我 们 假设 对 于 形 如 (ms ttt 00, 566,0), S 
丰 的 所 有 的 “已 经 证 明 等 式 (2.8.10), 我 们 来 证 明 它 对 于 所 有 形 如 
《ay Gea 0, 0) 的 “也 成 立 。 

如 果 ous 一 1, 则 由 归纳 候 设 和 (2.8.6) 得 到 


à (. Om ә Yro»n + S sat 
-2 [——— = ， 十 At 
LM (i7) уд CO YT OD) > Jetta 


= G6), YOD + 91 yA 


a= 
Xe = (а, ә 0, 0), Ye EC, s YD, 而 
Ata ЖЕЙТ. ВАТЕ — ВАР PH 
аа) m (s). Yr) + 3145, 


Әу, дур, дуу 


(2811) 
而 证 明 此 等 式 对 于 乡 一 十 1 也 成 立 , 我 人 有 
он ia^ П И 
төс p TG О ОО) + У) su, 
(2412) 
Же Yr € Z Ya +++, YD, Wt ARIER. 从 (2.8.12) 
Жа (2.8.6) 得 到 ,对 于 P = b + 1 (2811) RX. 
我 们 注意 到 ,如果 Yie S", YD IB i> k + 1, Ш 


227 。 


在 原点 (ej(y), YOD = 0, 这 是 因为 在 原点 上 对 于 ij 一 1，，……， 
k, nO) 属于 对 应 于 (Yo o YO 的 算 子 的 向 量 场 ， 按 假设 
在 原点 上 它们 形成 名 CY。*…… ,站 )) 的 基 . 由 此 注 及 公式 (2.8.10)， 
推 得 函数 f(y) 关于 y, ce у DIREY — o 都 等 于 0, 这 
就 是 所 要 的 结果 。 

RUZ BRAE QG) 和 LG, S ZAR Ж QOL, 
其 中 

LP (x) = (ай (жу, ++, аі" (ж)), 

O) = (бк) 一 вш), oe BF) — ami) 
而 且 a GO Яп P^ (9) 是 算 子 (2.6.1) 的 系数 。 

519 2&2 假设 在 点 sco 上 算 子 组 (0, L9, Lgs 
0 k, 其 中 ISA < т, ЗВ (2.6.1) 的 系数 在 区 域 2 内 
解析 。 则 存在 具有 解析 函数 Е, 的 形式 (2.8.1) 的 一 个 自 变量 的 变 
换 , 使 得 在 点 x** 的 邻 域 内 算 子 (2.6.1) 可 以 表示 为 形式 

Llu) = o (yusi + BG), + en 
= Lu) + Li + eu 2.813) 
其 中 算 子 L, 仅 包 含 关于 变量 y. cc. у, 的 微分 ， 而 在 超 平面 
EH yen 一 0 ym 0) ERT 1 的 系数 等 于 0. 

证 明 根据 引 理 2.8.1, 在 点 x* 的 邻 域内 存在 一 个 维 解析 流 
形 了 , sev, EEV DEAL 所 有 对 应 于 e (o, LO, 
s L7) 的 算 子 的 所 有 向 量 在 该 点 上 切 于 V。 在 * 的 邻 域 内 我 
们 取 一 个 《2.8.1) 形式 的 坐标 变换 ， 使 得 对 于 新 坐标 Yu ti Yms 
WE Б k ЕРЛИ Et 一 Dua 0, ya m0) EG. 0 
ET OW LOG, m) 都 属于 多 (90, LIP, ..., LY), 
从 引 理 2.8.1 推出 ,在 V 的 点 上 有 

(QG), gradF,) = 0,(L*P(x), gradF,) = 0, 5224 + 1, 
jml, e,m (2.8.14) 
ННН: MERE + >k+1 REI Sk +l ME Et k о 
aF Fi, = 0, ARAD 
В L(F,) = GIF), + (Q G),gradF,) + cF, 
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8 
- 2 GE, Pus) — CP grad )) e CP) 


+ (064), grad F,) + cF, (2.8.15) 
ИЖЕ E. E SR k + 1] Е, = 0, TUB. (2.8.14) 成 立 , 所 以 在 
VAE (2.8.15) 的 最 后 三 项 对 于 * >К +110, 显然 在 了 
上 对 于 站 十 1 有 PF, FP... = 0. М, < sm 


1, RIS CPF, F.) 一 0 ЗЕР» >К +1, 我 人 有 


[a F Fuss | < CP Fu Fu I QI FEQ ^ — (2.818) 
因为 对 于 一 切 的 有 YE 2 0, АЕ (2.8.16) 容易 推出 在 VV 
上 对 于 vy，s 之 太 十 1 有 гадае...) == 0， 这 表明 ; 在 ЕК 
上 对 于 * >>& 寺 1 有 六 一 0. 引 理 证 毕 . 
定理 2.8.1 WRAT (2.61) 的 系数 在 0 内 解析 ,并 且 在 0 
ARRA * 上 算 子 组 {0, L, ..., LO) 有 秩 AGER Ieka 
), 则 在 8 内 算 子 工 不 是 亚 椭 贺 的. 

证 明 Er ORRU 内, 我们 选取 象 引 理 2.8.2 中 所 指出 的 
那样 的 誉 标 变 换 。 则 算 子 《2.6.1) R (2.8.13) 的 形式 ， 我 们 考虑 
ЖОМ 显然 L*w = Liu + Lyu + си, 其 中 Lt 仅 包 含 关于 变 
Ж у, +++, 了 的 微分 ,并 且 

Liu = Mu Ма сїй, 其 中 Mi 一 > Ser © 

бетт ^O 
所 以 М, 仅 包 含 关于 vus c у 的 微分 , 而 算 子 M, 的 系数 在 ЕХ 
上 都 等 于 0. 这 从 如 下 事实 推 得 : 如 果 或 者 了 之 玉 十 1 或 者 p 之 
K+ 1, WE Et 上 a 0, E R ИНЕТ, o 2 k + 1, 则 grad at 一 
0. 


3 


在 超 平面 E* 上 ,我 们 考虑 算 子 
Liu = Lfu + Mu + (ef + Ow 
显然 与 算 子 LF REDAT Ly 具有 形式 
Lyu == Lu + Ма + (cË + cju 
其 中 ,M# 为 一 阶 微分 算 子 。 BRERA I E UL ЕЧ ЭЖ G 内 的 平 
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面 Et 上 , JU Lye 一 0 有 一 个 非 平 凡 解 GO, t y). 那么 
对 于 支 集 在 G, 内 的 每 个 无 限 次 可 微 函 数 pO +5 у) 有 (v， 
159) = 0. Жой (и, v) = ETT O, 
内 ,我 们 考虑 由 下 面 等 式 定义 的 广义 函数 O): 
(и, p) = (о, eO tts Yea 0, n: 00 
其 中 фе CO) TREMPE E 外 w 一 0， 而 且 对 于 ec 
сғ(0), A 
Qi, Ір) Gs (Lfo Mig + Gc) 3i, 72,0) 
= (v, Lion. эе, 0,5, оўу же) 

这 表示 广义 函数 u (z) 在 点 y: RR OQ, 内 是 方程 Lu = 0 的 解 并 
E u(r) 在 0, 内 不 是 无 限 次 可 微 的 函数 。 

MERINE: WRA 1, WERA y^ 0, 的 一 个 邻 域 Cs 
内 的 平面 Et 上 ,方程 工 re 一 0 存在 一 个 非 平凡 解 . 如 时 在 Ez U, 
内 有 一 个 系数 o зе 0, Mjh Cauchy-Kopareeckag 定理 ， 在 某 点 
PE 瑟 站 De 的 邻 域 内 ,这 种 解 存在 。 但 是 ,如 果 在 x" J ARCU, 内 
的 Et 上 所 有 系数 we = 0, 则 容易 看 出 在 Et 上 grado? = 0, 因 此 
ИТМ. ENU 上 都 等 于 0， 因 为 在 Et 上 


m 


È je + у] зо 


i-i #1 

对 于 这 种 情况 ,在 Et U, 上 对 于 + < Е ЛВ" s 0, Pr 
AEREA у' є EN 的 邻 域内 , 由 应 用 于 一 阶 方程 的 Cauchy-Ko- 
валевская 定理 得 知 ,对 于 方程 Бур 一 0, 存 在 一 个 非 平凡 解 . 定理 
WR. 

从 定理 2.6.2 02.8.1, RITA FER AR: 

定理 2.8.2 假设 在 0 内 微分 算 子 C2.6.1) 的 所 有 系数 tb, 
€ 都 是 实 解析 函数 ,并 且 假 设 在 2 内 处 处 成 立 


> lati) +] е (2.817) 


4,5-1 je 
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那么 , 算 子 (2.6.1) 的 亚 椭圆 福 的 充分 必要 条 件 是 : 在 区 域 9 的 每 
ДЕЯ (0, 299, 55, ПОЕТ т, 
一 些 例子 表明 :如 果 条 件 (2.8.17) 不 满足 ， 则 这 个 定理 的 结 
论 不 一 定 正确 .函数 “一 |r|”, >> 0 满足 方程 
|2|” Au — (om + v(» — 2))u = 0 (2.8.18) 
而 且 当 > 不 是 整数 时 ， 方 程 (2.8.18) 在 原点 的 邻 域 内 显然 不 是 亚 
ЖШ. 另 一 方面 ， 工 、Hirmander 的 一 篇 论文 2 指出 。 如 果 了 
是 一 个 整数 而 且 Y > 1; 则 方程 
[xl Au и = 0 (2.8.19) 
在 每 个 区 域 Qe R” р АИ. 

ERF (2.5.1) 的 系数 在 Q 内 是 解析 函数 的 情况 F, M. De- 
eridj?? 证 明了 下 面 的 定理 , 它 与 定理 2.5.2 一 起 ， 当 假设 在 2 的 每 
一 点 上 算 子 X,, co X, 的 系数 不 全 为 0 时 ,给 出 了 算 子 (2.5.1) 的 
亚 椭 区 性 的 充分 必要 短 件 。 

定理 2.8.3 ”假设 在 9 内 微分 算 子 《2.5.1》 的 所 有 系数 对 和 < 
(0,1, ur Dm 1, ++, m) 都 是 解析 函数 ,并 且 假 设 在 某 
Beea LETA {Xo +5, X) 的 秩 等 于 (这 里 0<& < m), 
则 在 o KRET (2.5.1) КЕШЕ. 

根据 定理 2.5.2 和 2.8.3 推出 如 下 结果 : 

定理 2.8.4 ”假设 在 0 内 微分 算 子 (2.5.1) 的 所 有 系数 ap c 
—9,1, з, n L= 1, c m) 都 是 解析 函数 ,并 且 对 于 2 内 
的 一 切 点 


У MPIEI (2.8.20) 
fm 


则 在 o 内 算 子 〈2.5.1) РИО А: 在 区 域 9 的 
BALATA {Xo +++, X) 的 秩 等 于 m, 

定理 2.8.3 的 证 明 只 需要 证 明 ， 如 果 在 2 内 算 子 《2.5.1) 是 
SES LAS, ЛИЕ 9 的 所 有 点 上 , 算 子 组 Os co X JIR ST m, 
假设 不 然 , 设 在 点 *e Q ERTH {Xn t ХВЕ RBIS 
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k< m。 我 们 将 算 子 (2.5.1) 写 为 形式 (2.6.1)， 容 易 看 出 ,如果 对 
于 算 对 (2.5.1),《2.8.20) 成 立 , 则 对 应 于 算 子 (2.6.1), 条 件 (2.817) 
成 立 ; 此 外 ， 
Q—X,— > аї.,Х 19 = 2 x аХ, 
= = 

所 以 对 于 所 得 到 的 算 子 《2.6.1), WA LATHE (0, L, ..., 
Lo") 的 秩 也 小 于 m, 按 定理 2.8.2, 由 此 推 得 ,所 得 到 的 算 子 (2.6.1) 
不 是 亚 椭 贺 的 ， 这 与 (2.5.1) WRAN RETA. 
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第 三 章 ”附加 的 论题 


51. 其 非 负 特 征 形式 的 二 阶 方程 解 
的 定性 性 质 


在 第 一 章 的 $170 55 中 已 经 证 明了 具 非 负 特 征 形式 二 阶 方程 
的 极 大 信 原 理 . 

对 于 Laplace 方程 ,成 立 所 谓 强 极 大 值 原 理 的 熟知 性 质 ， 在 区 
域内 调和 且 在 9 的 内 点 上 取 其 最 大 值 的 函数 * 是 一 个 常数 .对 
于 在 其 边 平行 于 坐标 灿 的 矩形 只 内 考虑 的 传 热 方程 ter 一 0, 
强 极 大 信和 原理 取 如 下 形式 : 在 的 内 点 n) ЕИ ЖАНН 
н(е, z) Ору r 所 时 是 常数 .Hopf" 也 可 参看 [81,95]) 
证 明了 二 阶 椭 留 型 方程 的 强 极 大 值 原 理 ，Nirenberg' 吕 证 明了 二 阶 
抛物 型 方程 的 强 极 大 值 原理 . 

Puccipesol 和 A. Д. Александров!” 研究 了 具 非 负 特征 形 
式 的 一 般 二 阶 方程 的 强 极 大 值 原理 。 Bonys i" 研究 了 方程 为 形 
式 (2.5.1) 的 强 极 大 值 原理 . 

我 们 将 假设 方程 

1и) = аби, + Pu eu 0, aUEE >0 (3.1.1) 

的 系数 在 OPVERHaeco(0), 在 每 一 点 * 上 考虑 对 应 于 和 矩阵 
fail 的 正 特征 值 的 特征 向 量 ， 而 且 令 EQ) 是 这 些 向 量 生成 的 
线性 空间 。 我们 称 这 空间 为 在 点 x 上 的 焕 留 怕 平 面 。 一 条 曲线 I 
称 为 方程 《3.1.1) 的 枉 贺 性 曲线 ,如 果 在 曲线 的 每 一 点 的 邻 域内 存 
在 一 个 向 量 场 CY.(x),……, Ym(*)), 使 得 Yt CV, 向 量 (Y,(x)， 
+" Y G) 位 于 平面 E(x) 上 , 在 此 分 域 的 每 一 点 x* 上 a) 
Ya) (9) 22 const > 0, MEHR ! 是 方程 组 dxif dt = Ү (х), 
jede т 的 轨 线 。 


d долой TUR (3.1.1) IRE ЖЕШ AR n PU CERE N 
TAAA RAR BU M ELE AE ааа, EREE 
ВВЕ оао A. Е DOR О EMAA 
通 集 , 则 称 方程 ЗЛУЕ D PAESE GR, TARNEN EER 
жш. AME HU ZEDCR О K E: WIB EE BU Е УЖЕ 
子 . 例如 方程 
L(u) = и, + COPE e, TF 2 sin xi соёлу у, 十 Sin Re, == 0 


(42) 
在 区 域 o | |] < =} рид, ATA ppc tes 


点 上 它 不 是 酉 圆 型 的 .为 了 证 明 (3.1.2) 在 内 椭 回 连通 ,我 们 必 
须 找 出 顶 贺 性 平面 8(x)。 这 平面 由 特征 向 量 C1, 0,0) 和 (0, 1, 
Ur). AUR 4 一 W 而 且 


в- 9 + 
Bs ^ 8" бз, Es 


则 
1 8 
сох, Ox, 


i4, B] = AB— ВА = 


FH (1, 0, 0), (0, 1, tgz) Ñ (0, 0, L/coss) 在 口 的 每 一 点 上 
线性 无 关 。 因此 从 下 而 的 TL К. Рашеккий ERIS 推 得 方程 
《3.1.2) 的 顶 圆 连通 性 。 
333 Rl BONS ALT 


zelo j=l, n (3.1.3) 


tai 


Rr TIU TR, ТЕЕ ЧЕЖЕ T OAR at 充分 光 
Ж). RI ORO EERE ААТ 009 23248. 


ч э ояу, s-1,-.m 
E 


НОА PRA LEE НО Vb HR E h 7 1, n. 
下 面 关 于 “ 零 的 传播 "的 基本 定理 成 立 
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定理 12 ЮЙ EDOR OD a> 0 B. L(u)«o, 并 且 在 
AVEA Eum 0, ERAR х ИШЕ ЖЕН F и = 0. 

ЭЗИ 3.1,2 立即 推 得 下 面 关 于 方程 (3.1.1) 的 强 极 大 值 原理 
WEM, 

ЖШ 3.13 BORED OU LOI. HAREA # eM 
M =supou 由 不 等 式 Me < 0 ВЕЖ. WR uQ) = M Hsteo, 
则 在 包含 点 ** 的 椭 区 型 连通 集 上 ,或 者 « = 0, En m M 而 且 
с= 0, 

AT ROSE LC) = 0 Ea ARRERA с == 0, Jl 
TOA u= M. 这 里 ,我 们 不 给 定理 3.1.2 和 3.1.3 的 详细 证 明 (在 
А. Д. Александров 的 论文 -5 中 有 详细 证 明 )， 只 指出 证 明 的 基 
本 步骤 《后 面 我 们 将 根据 Bony%3 给 出 (2.5.1) 型 方程 强 极 大 值 原 
理 的 详细 证 明和 对 方程 (3.1.1) 的 一 个 类 似 证 明 ). 

借助 下 面 辅助 的 结果 可 以 证 明定 理 3.1.2， 

308 31.1 假设 9, 是 半空 间 x > 0 内 的 一 个 区 域 ， 其 边界 
包含 平面 nm = 0 上 的 一 个 区 域 G， 令 G, EGO HET ESSE 
集 G, 的 一 个 点 , 令 ws) 是 C(Q,)3Srh RS — "P dE T ERG E ONG, 
内 为 正 的 ,并 且 使 得 

ula") == 0, uk) 0,61, tym 
则 对 于 每 一 个 N > 0, 在 О, 内 存在 点 * = (zo tts х„), 任意 接 
近 于 平面 = 0, 且 满足 
1) Pule) 22 Nus GO dst 


2) «60 > иб) 


3) (к) = mauu) = 0 

由 这 个 引 理 容易 推出 下 面 的 引 理 ， 

引 理 3.12. 假设 区 域 9, MER (x) 满足 引 理 3.1.1 的 假设 。 
此 外 ,假设 在 《3.1.1) 中 的 系数 а" 在 点 * 上 不 等 于 0, 则 在 x° 89) 
任意 小 令 域 内 ,存在 8 的 点 使 得 LC(w) > 0, 

我 们 用 反 证 法 来 证 明定 理 3.1.2。 假设 在 0 内 存在 一 个 点 *， 
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В об) 一 0， 而 且 在 通过 * ЕЕ НЕ ЕНӘ ДОРЕ Б + = 0, 
可 以 找到 一 个 包含 在 9 内 的 酉 球 ,在 这 个 权 球 内 ç > 0, 在 其 边界 
ШД а bs 0, hih, amni > 0, Krone (no cns 
n») 是 椭 球 在 点 如 的 单位 法 线 .现在 我 们 选取 新 的 自 变 量 sss 
Yes 使 得 y, 轴 的 方向 与 皇 的 方向 一 致 ,并 且 在 点 a" BASIS 
的 边界 在 平面 yw 0 b. 那么 根据 引 理 3.1.2， 在 刀 的 邻 域内 存 
在 点 使 得 L(u) > 0, 这 与 定理 3.1.2 的 假设 矛盾 . 

对 于 具有 H= o с == 0 的 广泛 的 方程 (3.1.1) Ж, А.Д. 
Александров 还 证 明 过 ; 如 果 统 是 包含 点 x 的 椭 贺 型 连 通 集 , 则 
在 如 的 充分 小 邻 域 9 内 ,存在 一 个 CQ) 类 函数 ule), 使 得 在 
8E 4 = 0, € QVE Eu > 0, 0, 0 10и) = 0. 

在 某 些 特殊 假定 下 ， 对 于 方程 (3,1.1), 类 似 于 抛物 型 方程 强 
极 大 值 原理 的 定理 也 成 立 ， 我 们 将 假设 在 9 的 每 点 的 邻 域内 ， 
可 以 这 样 引进 局 部 坐标 Jo o» ya, 使 得 方程 (3.1.1) 取 形式 


L(a) = У) аи, + D) Bus ea m 0, ot EE 250 
kisi k= галл) 

HP n < m, 并 且 由 方程 yah = const, +55, ya == const 给 定 的 平 
面 是 (3.1.4) ИЖЕ. 

我 们 假设 ;在 这 个 邻 域 内 ， 铅 量 B= (0, seat 
Вы) 的 分 量 满足 Lipschitz RHE B A 0, 

4 y 一 00 Yu). 曲线 1 称 为 (3.1.4) 的 地 物性 曲线 : 如 
果 上 是 微分 方程 组 


A - 
d FK) (3.1.5) 


BAR. Д GSUNCOISER (311) 在 点 À 的 抛物 型 连通 集 、 
如 果 从 点 好 到 焉 的 任意 点 可 以 按照 向 量 P 035188 RE: h E: 
(3.1.1) 的 椭 轿 性 曲线 弧 眉 和 折 物 性 曲线 弧 眉 组 成 的 曲线 连结 ， 而 
且 也 不 存在 包含 中 并 具有 同样 性 质 的 集合 。 

定理 $14 如果 在 乡 的 每 一 点 的 邻 域内 ， 方 程 (3.1.1) 可 以 
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变换 为 (3.14) 的 形式 ,又 如 果 在 2 内 # > 0B LGO < 0, B M 
Жо лд з Ен 一 0， 则 在 点 * 的 抛物 型 连通 集 上 w = 0. in 
Ж с=з 08 (3.1.4) BJ Ё >= 0, BUE o RERA х 的 一 个 充分 小 
463 О, 内 ， 存在 СОСО) 类 的 函数 n C), 使 得 在 马 内 L()—0, 
在 点 x* 的 抛物 型 连通 集 上 и 一 0， 而且 在 此 集 的 外 面 u> 0, 

定理 3.1.5 ”假设 在 Q 的 每 一 点 的 一 个 邻 域内 ,方程 (3.1.1) 可 
以 变换 为 (3.1.4) 形式 .假设 在 Q 内 工 (za) > 0,10 B ЖЖ c 和 MM = 
upon 是 由 不 等 式 Mc < 0 联系 着 的 ,如 果 w(x) 一 M HE >€ 0, 
则 在 点 * 的 抽 物 型 连 通 集 上 ,或 者 « == 0, 或 者 x = M В с = 
0. 

定理 3.1.4 的 证 明 是 在 引 理 3.1.1 和 类 位 于 引 理 3.1.2 的 结果 
的 基础 上 进行 的 

在 A. Д. Александров 的 论文 里 ， 在 方程 (3.1.1) 的 系数 的 
较 一 般 的 假设 和 w(x) 的 光滑 性 较 能 的 假设 下 ,证 明了 定理 3.1.2 一 
3.15. 特别 是 ， 对 于 Соболев 空间 ИСО) а (а), ERT 
类 似 于 定理 3.1.2 的 定理 。 他 还 研究 在 如 内 具有 如 下 性 质 的 函数 
#(x) 的 零点 集合 : 在 8 内 # 守 0,， L(x) < 0, 3H (о) 一 0 和 
uso) 一 0,j 1, s т, 其 中 如 是 8 的 边界 点 。 

根据 Bony 的 论文 心急 ,我 们 现在 来 证 明 形 为 


P(a) = У) Хи + Хп + си 0,60 316) 
isi 


的 方程 的 强 极 大 值 原 理 , 其 中 XG = 0,1, 4 r) 是 一 阶 微分 算 
T 


X, = MG) 2- 8.1.7) 
k 


k=1 
为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 系数 а} (0) 在 О 内 是 无 限 次 可 微 (或 充分 
AMAR. IX GO ЗИВ О 内 的 向 量 场 
K(x) = (ои), + op (0) 
ЗИП PGO 也 写 为 形式 
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Phu) = аи, + bhus + си 
其 中 ,c(*) 在 日 内 有 界 并 且 c < 0, 

我 们 将 用 同样 方法 来 证 明 一 般 二 阶 方程 《3.1.1) 的 强 极 大 值 
ES. 

我 们 用 了 表示 在 2 内 使 得 u(x) — M TUM 一 supox 的 点 集 ， 
我 们 假设 M 2 0 并且 «€ C2)。 强 极 大 值 原理 的 证 明基 于 下 
面 的 辅助 结果 - 

512313 令 点 ** 属 于 证 ,并 且 假设 存在 一 个 球 8， 它 由 以 
“Жин bD] Р 为 半径 的 球面 3 所 图 成 ,使 得 e 5, OUSCOJER. 
СООЅ)ПЕ = =, 假设 在 9 内 Ри) > 9， 则 对 于 任意 的 j 一 1， 
MEM Х SHR r ао = (а hee rh — EX. 

证 明 Gala, E) = аа), 并 且 考 虑 aG a! — кт), IN 


3 
, ofm а 
a(z, 8) = У (GG), E = У) (š don) 
i-i j=1 \ї=1 
MDF alas z! — x°) — 0 488] (00), — z) 一 0。 所 以 为 了 
证 明 引 理 3.1.3, 只 需要 证 明 as, z! — х°у = 0, 
假设 不 然 。 设 aG, # 2) > 0、 我 们 考虑 函数 
Кок 2. 


其 中 9 一 const。 显 然 在 点 x° 


PO) — ee gral, a — à) — 24 УЗ GG 


k=l 
HN — 1 
WR 4 充分 大 而 a, t — а") > 0， 则 在 点 如 上 PCz) >0, М 
而 存在 一 个 以 点 * 为 中 心 的 球 8。 使 得 在 0 内 PC) > 0 并且 
Осо, 55,6 0, 的 边界 , 令 w(*) = w(x) + ev), 其 中 s= 
const > 0， 由 假设 因为 在 8 内 PCs) > 0, 从 而 在 8, 内 PCw) > 0, 
在 属于 的 5, 的 点 上 ,因为 点 * 到 集合 Sn F 的 距离 显然 大 于 p， 
ШЖК ох) < const < 0, 因此 存在 一 个 集合 Snz йа, 其 
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th, RER w(x) < M 成 立 。 ERA SN. LA иб) < M — ë, 
其 中 6 一 const > 0。 所 以 如 果 s 充分 小 , 则 在 SN, ERTA e < 
M. ' 


此 对 于 充分 小 的 6 > 0, 4E S 的 所 有 点 上 我 们 有 w) < 
M. Sh oG) = M. 由 此 得 到 少数 w(x) 在 Q, 的 内 点 上 取 到 
它 的 非 负 最 大 值 ， 在 该 处 PCw) > 0。 因 为 在 2 内 с < 0, 根据 引 
381.12 函数 w(x) 不 可 能 在 区 域 9, 的 内 点 上 取 其 非 负 最 大 值 . 这 
个 矛盾 证 明了 引 理 3.1.3. 

引 理 3.1.4 假设 向 量 场 驶 (x)(j 一 1，.… ,+) OR CORE 
Bal) EF, 并 且 假 定 在 Q 内 PGO 20, 那么， 如 果 200 是 点 
OFFER, MEAR o<: <ARG> 0， 则 对 于 每 一 
个 ce [4] 


6) 
limit > Kat) (3.1.8) 


其 中 天 一 const > 0, 
证 明 {йл оо A.— 0 fl z" — zG + А). 我们 用 
y" 表示 点 * 在 F 上 的 投影 , 即 |z" 一 y" | EF z" SU F RARER 
BFAR. RIŽE x" 充分 接近 于 x0) = +。 选取 子 序列 y*, 使 
184 п c уе y. 显然 ?是 * 在 F 上 的 投影 。 容易 看 出 ， 
тт +a) — 80) - 0” —=|— y= =l) 
> — 1,690) | cosy| — К,А, (3.1.9) 
成 立 ,其 中 7 Ж X, G) 与 向 量 O 一 z) ОЗЕН, ЗЕН. K, = coostz- 
0. 根据 引 理 3.1.3, AXO) БЮ y — z 正 交 . 因此 
cosy = siny, 
Sub r, E X G) SROKA. T 
1X; (e) sin v,| < |X;(z) — KN < KIx — y| = Ка) 
由 这 个 估计 和 (3.19) 得 出 关系 式 G18). 
引 理 3.1.5 ”如 果 函 数 (O 在 区 向 а, n] 上 连续 并 且 对 于 每 
一 个 :6 [zo һ1 成立 关系 式 
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liminf кърк > К, K=ost>0 (3110) 


[en] 


MAR JG) 在 区 间 [a] 上 满足 具有 常数 天 的 Lipschitz 条 件 。 
证 明 ”我们 假设 O 不 满足 具有 常数 姑 的 Lipschitz 条 件 . 则 
存在 点 和 s 以 及 某 正 数 = 使 得 
Ke) — Кә) 
4—5 
因为 函数 yG) 对 于 z€ Dn, 6] 是 连续 的 ,所 以 存在 一 个 数 m > 0, 
使 得 对 于 [s 一 ?| S of [8 — | < о, ARA 


Oo» ++ (зал) 


>K+s 


rin 


成 立 。 从 (3.1.10) 得 到 ， 对 于 每 一 点 7& [ay n], Е 
= rl Sei), E 


[ace <к +Š 
了 一 工 4 


对 于 这 个 邻 域 中 的 所 有 * 成 立 。 我 们 可 以 假设 eO «2. 34 
在 我 们 远 取 区 词 [65 nl] ИТИЙ. Га, s] 用 这 种 型 式 的 邻 城 
82, НАЕ т < <... те ERER BAR 
TRAR kos 一 1， nike s 

Kc — Ке) 


tr 


<к += 
4 


因此 对 于 某 z Ear" 
[ee < +Š 
г — 4 
这 眼 不 等 式 《3.1.11) 矛盾 ， 引 理 证 毕 ， 
从 引 理 3.14 和 3.1.5 得 到 如 下 结果 ， : 
定理 $16 MAPU) > 0, HEARD XOG = 1, 555, 
T) 8898 O 包含 集合 下 的 一 个 点 SQ, HHE SMRC Р. 
证 明 ”假设 相反 。 则 存在 一 个 区 间 [ay 6]， 使 得 lE F, 
RAFA ео, 0 不 属于 P。 从 引 理 3.14 和 3.1.5 得 到 ,对 
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TORRES LU, n7] 的 任意 的 : 和 上 十 s rpm n RU < n 
1566 + А) DD) < KI4| max (г) 


WR 1| < 1/2K, 则 对 于 re Га, n d 8], 9 


HORE i max BCA 


Unit) 


这 表示 对 于 全 ni < # 8G) 一 0, MSA n КНР. Ж 
MER. ` d 

定理 3.1.6 FIEL RET (3.1.1) 的 强 极 大 值 原 理 。 

定理 34.7 假设 w(x)€ C3(0), 在 QO 内 PC4) 之 0, 并且 算 子 
组 UG, ++, X) 在 Q 的 每 一 点 上 有 秩 m( 参 阅 第 二 章 $5 算 子 组 
的 秩 的 定义 )。 WME «GO 在 OQ 内 的 点 ** 上 取 到 它 的 非 负 最 大 值 
MM, 则 在 OQ 内 w = M. 

证 明 算 子 组 DG, oo X) 有 秩 m 的 条 件 与 定理 3.1.1 一 样 
推出 : A * 可 以 用 有 限 条 向 量 场 环 (x)(j = 3, 556, r) 的 轨 线 弧 
段 组 成 的 曲线 连接 到 区 域 Q 的 任意 点 。 因此 由 定理 3.1.6, 函数 
«аео Е. ЖЕЛЕ, ] 

在 一 定 条件 下 ， 对 于 形 如 (3.1.6) 的 方程 也 成 立 类 似 于 定理 
3.1.5 的 强 极 大 值 原理 。 

我 们 先 建立 一 些 辅助 结果 。 我 们 称 算 子 P(x) EKR aA 
RRF 4: 如 果 在 @ 的 每 一 点 如 的 邻 域 x*) A, FEA AE 
点 的 局 部 坐标 系 Y. 555, У EIE OG 内 算 子 PGO 取 形式 


a m 
Plu) = У) оиы 十 У) Вч сиз ncm (3112) 
ki=1 kml 


且 具 有 性 质 ; WRAS = (у, s у) BTF, MJ Са) 中 所 
有 满足 
Ja 一 
的 点 也 属于 F, 
ЗІ 316 假设 点 * 属 于 ,并 且 假 设 存在 一 个 球 8， 它 由 
以 点 居 为 中 心 以 为 半径 的 球面 5 所 图 成 ,使 得 x*€ S, QUSCO 


2н, 


并 且 (9US)NE =r, RAAF POO 满足 条 件 AMBAE OK 
Р(и) 20. HU 
QU G0)! — a) <Ç 0 G3.1.13) 

证 明 根据 条 件 4， 我 们 可 以 假设 在 点 x* 的 邻 域 OQ 内 ， 
局 部 坐标 ，.，…, ym 已 经 这 样 选取 ， 使 得 点 d 的 坐标 为 (0, s 
0,1), 并 且 y, ARAR A 一 癌 的 方向 ， 我 们 考虑 柱 体 

Жы + ++ + О 12 < 1 

显然 在 O) 属于 柱 休 的 那 部 分 没有 的 点 . 令 

wy) 一 si b Б) Xa ob OS — 1 
其 中 8 = const > 0,945 

vy) = d — 1 
容易 看 出 ,在 点 ** 上 
Р(0) = —26 У) att — 28" 
k=1 
因为 由 假设 在 x* 的 邻 域内 算 子 取 形 式 (3.1.12), 我 们 有 "(у= 
20002"), à! — x°), Жин А 一 const > 0。 我们 假设 (3.1.13) 不 成 
立 ， 则 在 点 a ВЗА 0, 内 7C) > 0, 而 及 如 果 * 充分 小 ， 则 
在 这 个 邻 域内 Р(0) > 0， 我 们 考虑 函数 
VG) = aly) + arly), e = const > 0 

显然 在 9, 内 PCV) >>9。 £S E Q 的 边界 。 因为 SNF 和 使 
»Cy) 之 的 点 集 的 距离 是 正 的 , 所 以 对 于 充分 小 的 <， 在 5, 上 我 
们 有 VG) < M, EB VG) =M, 所 以 VGy) 必 须 在 9, 内 
取 到 它 的 非 负 最 大 值 。 这 与 在 9, 内 PCV) > 0 而 且 c 委 0 矛盾 。 

引 理 S.L 假设 向 量 场 X,GO 的 雪线 *(z) 使 得 C) E FË 
设 算 子 了 满足 条 件 4, 并 且 在 Q 内 PCx) 20. SORORE ie 
5,800 > 0( 这 里 SCe) 是 点 x(z) 到 下 的 距离 ), 则 对 于 任意 的 4> 
0 和 使 得 一 he [ay A] RO t€ [а А], 我们 有 


Nm inf — 2 >K) — (A110 


其 中 天 = const > 0, 
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证 明 RIUM 3.1.4 的 证 明 那 样 ， 我们 考虑 序列 x* = х 
hs), 其 中 如 之 0, H n — co Kb 3, — 0, 而 且 z 和 :一 如 属于 区 
闻 [io,n1。 设 "是 x" 在 集合 F 上 的 投影 GENRE * 一 oo 时 
J 一 7 其 中 了 是 点 xz 一 OEF БВ, Д 

BG — ha) — 000) = |а" — y| — |z — y| 


> (о) za 
一 一 和 ME - " (Gu 
一 х9) = к 


根据 引 理 3.1.6, 有 


(ко MA 


所 以 
8G — À) — 860) 2 —k,K|z — y| — Kd 
从 最 后 这 个 不 等 式 得 到 关系 式 3.1.4). 
MASNE 3.1.6 和 3.1.7 得 到 如 下 的 强 极 大 值 原 理 . 
定理 3.1.8 假设 在 9 内 PGG) 0， 并 且 算 子 了 满足 条 件 4. 
如 果 (0) 是 向 量 场 Xo(x) POSU, (UAE тб) € Е, 则 对 于 所 有 的 
1> rs x()€ F, 

证 明 假设 相反 。 则 存在 一 点 x"， ка € F, 而 且 由 条 件 
xG) = ** 定 义 的 向 量 场 X.C) DC MONT а < а 
时 都 不 属于 下, 根据 引 理 3174 T хл) 到 集合 下 的 距离 O, 
RRA (3.1.14) Ў, 

我 们 证 明 , 对 于 充分 小 的 : — n, Ы, GLID 可 以 推 得 5 六 一 
09。 跟 证 明 引 理 3.1.5 完全 一 样 ,我 们 得 到 : 对 于 区 间 Dr r7] 内 的 
任意 值 * 和 + — b M eR r <” 6:9 

00) — 3G — A) < КА max аб) (3.115) 


ЛІ, Ж К = const 0 ПВ, 4200, WRI A — MAAS 
rRe 


1/2K, WRF t€ Га, п + 81, 从 (3.1.15) 推 得 
80) < l- mx 3) (3.1.16) 
Vc 


因为 50D 2 0,3 (3.116) SERESET и < c n + 8 9G) = 0, 
所 得 矛盾 证 明了 定理 3.1.8. 

定理 3.1.9 假设 在 2 的 每 一 点 上 ， 算 子 组 {X -e X) 的 
ЖЕТ о, Жп 之 m， 并 且 假 设 在 Q 内 Р(и) > 0, MEEO H 
жх Баб) 取 其 非 负 最 大 值 M， 则 在 8 的 每 一 个 这 样 的 点 x 上 
ибх) 一 M; 这 种 点 可 以 用 有 限 条 向 量 场 半 (x2)G = 0,1, 3r) 
的 轨 线 弧 段 组 成 的 曲线 和 点 =° 连结 起 来 , 并 且 规定 这 条 曲线 离开 
** 时 ,向 量 Xo Co) 的 轨 线 的 任意 线段 是 治 着 向 量 Се) 的 方向 的 ， 

证 明 在 定理 的 条 件 下 ， 从 Frobeniu 定理 50 和 定理 3.1.6 推 
И РО) 在 Q 内 满足 条 件 А, 因此 从 定理 3.1.6 及 3.1.8 立即 
得 到 定理 3.1.9 的 结论 ， 

Bony 在 他 的 论文 "中 ,还 证 明 具有 解析 系数 形 为 (3.1.1) 的 
方程 的 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 定理 和 Harnack EE, 

现在 让 我 们 来 研究 方程 (3.1.1)%， 我 们 将 它 写 为 形式 

L(a) = [CU OM + Qu + eleu = 0, a" (уу E; 2 0 
其 中 


0= У] GG) od), ¿< 
ici Әх, 


Ф ах = «СУЫ, Е Ор O38 


Los 3 eG) д. Gel, i m) 
L3 


k= 


以 及 对 应 的 向 量 场 OG) 和 LG) — (G3, Lati), i= 
了 

З L(i) REST PG REIS LG) 一 1.…， 
m) 代替 向 量 场 X; GG = 1, 556, 7), 引 理 3.1.3 一 3.1.5 都 成 立 。 


? ЖЖ: ЖЕТЕЛ. 
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我 们 仅仅 要 注意 : 对 于 引 理 3.1.3 的 证 明 ， 我 们 先 证 Qe) 
一 0， 从 这 个 关系 式 和 在 0 内 ae(z,E) 之 0 的 条 件 推出 (L(x)， 
(x — z) = 0, 

如 果 用 算 子 L (u) КВ Р(и), Q(x) 代替 向 量 场 Хб). mA 
LU) = 1,50. m) REDEK X GG = 1, n. r), W5 
理 3.1.6 和 3.1.7 仍 成 立 ， 我 们 注意 ;在 证 明 引 理 31.6 时 ,必须 证 
ЕЗ AG") = ACOGP), z! — 5), 3 = cons > 0, 这 从 L(x) 满足 
наа. 

因此 我 们 证 明了 如 下 的 定理 ， 

定理 3.110 假设 LG > 0, 并 且 假 设 向 量 场 了 ?Cx)Cj=1， 
t0) 的 轨 线 £0) 包含 集合 王 的 一 个 点 xzo)， 则 整 条 轨 线 а) 
K+ F. 
定理 3.111 假设 在 2 内 LU) 2 0, BW (19, 
9)} 在 2 的 每 一 点 上 有 秩 т, WR a) 在 9 中 的 某 点 如 上 
取 其 非 负 最 大 值 , 则 在 QO 内 w 三 M, 

定理 3.112 假设 在 0 内 LCw) 之 0 并 且 算 子 工 满 中 条件 4。 
如 果 x) 是 向 量 场 DG) 的 一 个 轨 线 ,使 得 z(a) Є F, 则 对 于 所 有 
BJ z 22 n, z(2) € F. 

定理 3.1.13 ”假设 在 2 的 每 一 点 上 算 子 组 (L9, Lg 
RFT п, Ero < m ИЛЕ O (и) 22 0, inf aQOE o BJ 
A orf ЮАР Kë M , 则 在 2 的 每 一 个 这 样 的 点 < 上 , w(x) 
= M, 这 种 点 可 以 用 有 限 条 向 量 场 L'PGO G1, .m)RLOGO 
的 轨 线 弧 段 组 成 的 曲线 与 点 好 连接 起 来 , 并 县 规定 这 条 曲线 离开 
点 如 时 ,向 最 场 5(*) 的 任意 轨 线 弧 段 沿 向 量 Ó (e) 的 方向 。 

定理 3.11 3.113 是 类 似 于 А. Д. Александров 的 定理 
3.1.3 和 3.1.5, 


82. 退化 二 阶 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 


我 们 研究 特征 形式 在 所 考虑 区 域 的 每 一 点 上 有 一 个 负 特 征 值 
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eds ЖЛЕ kapa 38 Br. Н АЖО ЕЖЕ 
HEU, (ЖКО УН. xj-Fix3eJ35EEBU Cauchy 问题 
可 以 用 我 们 在 第 一 章 和 第 二 章 研究 具 非 负 特 征 形式 的 二 阶 方程 的 
类 似 方法 来 研究 .Cauchy 问题 解 的 构造 用 双 曲 正则 化 方法 来 实现 。 
313 1.7.1 在 建立 解 的 先 验 估计 中 起 重要 的 作用 ， 
我 们 将 在 区 域 Gx{0 <; < T,: € R”) 内 考虑 方程 
ш — Coh Qs nudus + Bun, 
+ PG, z)u, + es z)u m fx) (321) 


具有 初始 条 件 
alea = рй, ln = ФО) G.2.2) 

的 Cauchy 问题 ， 其 中 xe R" 并 且 在 G; ARINEK Е = (Б, 
t, EE аек) ELE; 2> 0, 

在 这 一 节 中 我 们 得 到 问题 (3.2.1),(3.2.2) 的 适应 性 的 充分 条 
件 ; 在 全 中 我 们 还 要 获得 一 些 必要 条 件 ， 对 于 ze R', + 一 0 时 
айы — ОВ. / я 0, £ > 0 89 абы > 0 的 特殊 情形 , 许多 广 
献 研究 过 问题 (3.2.1)，(3.2.2)。《 例 如 参看 (10, 12, 1061 等 等 
Ж [123] 中 给 昌 详 细 的 文献 目录 ,) 关 于 混合 型 方程 Tricomi 问题 
的 研究 ,[131] 特 别 地 引起 对 这 个 问题 的 兴趣 ， 在 [7472，73，82， 
127, 61, 116, 149] 等 论文 中 研究 了 Cauchy 问题 适 定性 的 必要 条 
[3 

我 们 引入 记 号 


G — 06267, re R”), [egJa 一 人 OY dedz 
la 


(Фә ун. 一 NS x, x)dx 


" 
bl =Í D (mtr роу} 


D 


其 中 


91 ñ ñ 
"7 Reads dtt. 


(注意 这 里 D' 的 定义 和 第 二 章 所 用 的 差 一 个 因子 CD, RN 
E 


1 = (f, ые} 
Wess m[ X (0799, р E 


54 


ya 
lle laus = ГОРУ; 
° 


我 们 用 A (C) 表示 在 Gr 中 对 * 有 紧 支 集 的 无 限 次 可 微 函数 
集合 关于 范 数 leler 闭 化 后 所 得 的 函数 类 。 
引 理 3.2.1 & «G0, z) EKR Gh (0 <: < T—=, x € R”) 
内 是 双 曲 型 方程 
L.(u) = s, — &Au — Саби); + Paus, 十 biu 
das = f, (в = const > 0) (3.2.3) 


满足 条 性 
ulio = pu), telio = iG) (3.2.4) 
的 解 Н as PE, М, cus fes Pes Ф. 是 G° 内 的 无 限 次 可 微 函数 ， 
EE. fes quo 对 x* 有 紧 支 集 , 假 设 对 于 所 有 的 § 和 区 间 0 < < 
fo (zo 为 小 于 了 一 8 的 某 个 小 正 数 ) 的 1, 不等式 
«(ЫК ОЎ < Лаб Е, + a EE; (3.2.5) 
RIH a È a > Qp + 6) RES Co E p 22 — 1 КОЕ) i 
Вад. 此 外 ， 假 设 对 于 所 有 [05 Rin << T -eir 
《3.2.3) 对 于 某 些 (可 能 不 局 ) 沼 数 “ 和 4 成 立 ， 则 对 于 0 «T 
一 我 们 有 估计 

由 

tmr ПАРТИ MEE a 


+ шь» + Melon (3.2.6) 
其 中 ,常数 М, 依赖 于 下 面 这 些 函数 绝对 值 的 最 大 值 : 函数 H, 
eH, P БЕЛП XT ERI ERE 一 2 阶 导数 ,关于 > 直到 * 阶 
的 导数 , 阶 数 满足 p pp pls ptl pt2 +5 
的 形 如 D'or[ Ore 的 导数 在 : = 0 的 值 , 形 如 D'Or |b (其 中 | < 


Mme 


fe < ° + 1) fo SHE DECIR] 0 <, чс» BEEN EE ;> 2. 
证 明 令 


2 Oh, 199 өр 
= p, + rp, + £ О ... — © М 
vp = Pe Ф. 2 дё |. (P429 55" а 
(3.2.75 


其 中 在 + 一 0 上 ,的 导数 用 方程 《3.2.3) 及 其 关于 + 微分 所 得 到 
的 方程 来 表示 ,并 且 考虑 到 初 给 条 件 (3.2.4)， 显然 о, 依赖 于 ob, 
al, BS 8, eso f, ВАВТ fz 直到 阶 导数 在 :一 0 ИШ, 
АФР po 6. 及 它们 直到 p 十 2 和 十 1 阶 早 数 . : 
对 于 函数 = и, 一 vp， 我 们 得 到 方程 

га) = 0) = FG, 2) (32,8) 
容易 看 出 ， Р 及 其 对 于 * 的 直到 p 阶 导数 在 + 一 0 为 0， 令 n= 
[nto Ds J we” R (3.2.8), 其 中 是 将 在 下 面 光 取 的 正常 


数 ,并 且 在 区 域 G, 上 积分 ， 令 ?所 %。 我 们 用 分 部 积分 变换 所 得 
方程 的 各 项 ; 


[Lans "wla =е Е, e" lo, (3.2.9) 
显然 


3 
[uus "wla 一 1 (а, eu) + [ee Pw 一 Žo] А 


1 1 
[еди,е "wla = — Bline Wala — + Вава) не 
Габа) 60] G, = — Oat + al, "wylo 


1 А 
-7 (абоз ш) 


我 们 进一步 得 到 
Lbir, wla, = [s еби — (bue Jew da, 
[Bkusas e* wl, 一 — [tuus wla — [bua eula 


最 后 的 这 个 方程 给 出 估计 
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[Bass e lo, | < Milu, eula 


+ Сон bwalo + i [us tema] (3210) 


其 中 ML 是 依赖 于 supl óta | IE ЖК. BERIE ГЕ, еб) 


分 部 积分 并 且 利 用 F 及 其 直到 2 阶 的 导数 在 + = n 2) 0 05 EC, 
我 们 得 到 


其 中 

аы = f Wala, x)da, p= 0,1, +t, P; Wo = c" 
因为 

LANE f E 

得 到 

ILE, eod] «ЖЕ TLF] D Bess + 1а, бы, 

3.211 

其 中 选取 常数 3 > 0, 使 得 í › 


_ "mm 
e PEG ПЕ а = mas (ZEE, ZEEN 


利用 估计 〈3.2.10),(3.2.11) MRE (3.2.5), 并 且 令 6 等 于 4, 对 于 
r<x 从 (3.2.9) 我 们 推 得 
куб) < GC 0) + Mr + Ma EP ns, 
(3:212) 
X y) — la, iul, 常数 ,依赖 于 函数 的， Bas Hs ca 
的 绝对 值 在 Gu 的 最 大 值 和 7， 而 M. = (87/2, 从 (3.2.12) 得 
到 
yG) < gm mese || F| Hau Ma | entm ae 
< MUS || L[EL Bess (3.213) 
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这 是 因为 由 假设 六 十 6 一 1 一 of 一 28> —1. 因此 
Gus си) < Mar] Ен, Me = const > 0 (3.2.14) 
现在 我 们 用 归纳 法 来 估计 * 对 于 * 的 直到 * 阶 的 导数 . 假设 
对 于 所 有 H| <4— 1, 我 们 已 经 得 到 形式 为 
(D'u, Бышуу < Ej "5 “уу | DPI Bas G2» 
BIKIA 
的 估计 ; 这 里 E, 仅 依赖 于 a, ates bi, bis bus ce REI x ГРІ 
а ОТНЕ ЮВ ХВ. 我 们 来 证 明 对 于 U| amo 
这 个 估计 仍 成 立 。 

为 此 生 的 ， 我们 将 算 子 D 作用 到 (3.2.8) Кл, M 
Dw EHI EEG, 上 积分 ， 并 且 对 于 所 有 l| = 289 DR 
和 、 于 是 我 们 得 到 

[D' L.C), eD w]e = [DIF, eD w]e |I| = g (3.2.16) 
BES (32.14) 所 做 的 那样 ,用 分 部 积分 来 变 痪 (3.2.16) 的 积分 ， 
我 们 有 

MDF, ер], < 80и, ее ЧУи] е, 
+ Мл Е Las, 


[Dofus еа, = — (ау D w) 
_- 1 С + адь е, d 


一 > C ED'aED ue e ID, lus C, = cont (3.2.17) 
зка 


我 们 来 估计 这 个 等 式 的 最 后 一 项 。 对 于 |7| = 1. 形 如 
Га8 Drs, 90,10, 
的 积分 可 以 用 引 理 1.7.1 进行 估计 ,根据 这 个 引 理 ,不 等 式 
(а о Ў < Майо „о, (3.2.18) 
对 于 所 有 函数 vE СОК”) BE М II ВЕ ВГ a 的 二 
阶 导 数 。 分 部 积分 并 且 注 意 (3.2.18)。 对 于 [rl - 10 = q, 
我 们 得 到 


*250+ 


|a, Dus seh D walo] 
= | 2H, D'u, eD welo + Lal D ra, ED Weda 
+ lah Dira етш а Јо 
= [Lo CDI) ass Dula + Af 
SAIH Malati D Wagers t ое 
其 中 记号 AJ 表示 具有 如 下 估计 
|4#| <N, S] eUD'u r eS Dia] a, 
1.96 
的 积分 ， 常 数 N; 仅仅 依赖 于 《3.2.3) 的 系数 。 常 数 N. 依赖 于 аб 
及 其 对 zx 的 直到 三 阶 导数 。 我 们 用 分 部 积分 变换 《3.2.17) 最 后 一 
项 中 对 应 于 |r| 2 2 的 积分 ,有 


D, Сирати Dw Да, 


17722 


= — У C,[(DrabiD ru, zi e Dwla = 41 
ШЕП 


常数 N; 依赖 于 ан, аб, 及 其 对 * 直到 4 阶 的 导数 绝对 值 的 最 大 
П Скад)» еее] 一 108007 Ло, + A5] 
=< [HD u,e D То, + А4] 


«ра + Е и» ри.) А 
+210, сбн), 
2a 
常数 М, 依赖 于 bt 及 其 对 * 直到 4 阶 的 导数 . 
分 部 积分 得 到 
[DUE ,)> et Di], = [D Diu), (Du 一 BDIw)]er 
(рва), D w]e = 41 
利用 对 于 (3.2.16) 中 诸 项 所 得 到 的 估计 和 条 件 〈3.2.5), 选 取 9, > 
0 充分 大 ,并 且 用 妇 纳 法 假设 (3.2.15), 从 (3.2.16) 我 们 推 得 
2515 


vy, < (07 + 28)ya + Куту, + а? У 111DrF]| nus 
L2 
(3219) 
其 中 y = У) Dau etr Dule MERR K, RR 依赖 于 cs 


57 
a, bk, bt, В.с, 对 x 直到 4 阶 的 导数 . 当 4 一 1 时 还 依赖 于 
ati R ab, 对 * 直到 二 阶 的 导数 .对 于 DI] m aimes M (32.19) 
得 到 


(D'u, Рау, < Ел? > РУР Jotin — (220) 
[ 


这 就 是 所 要 求 的 估计 
为 了 估计 [HE < s — 1 形 如 Dia, 的 导数 ,我 们 考虑 方程 
IDL (u), e79/D's,]o, = [DF , e ®t Diu,]o > 0, == const 
(32.21) 
并 且 用 分 部 积分 变换 各 项 .我 们 得 到 


И, e" Dr, = E CD's Doe D D'us Dro 
ELD As c T'as, = — =; (Dram еа), 


一 到 [Dee бе Duelo, 


容易 看 出 


LD Catina ou,» e% Ои], = — i (арш, еи ра 
+ I [Саў — baaki) Duzy e D'u, la, 


+ >) C,[(DrabiDIru у, c7 Ри], Cr 一 const 
4521 
显然 ,不 等 式 
10м» іше], < {Dig,, 67) D'ulo, 


+M, У) (Dru, етери], Сри, D'u e ®t] 
YISH 
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XM, Y [Dms e" Dru,]o, 


< 
成 立 ,党 数 Ms 和 M, T UR И ЭУ ERI 1] 阶 的 导数 。 
考虑 已 经 证 明了 的 不 等 式 3.2.20)。 并 选取 带 数 OL 充分 大 ， 对 于 
MIREIA M (3.221), 我 们 得 到 对 于 И] <; — 1 

(Des D'n) < Мале УУ ре, 


Im 


十 Ma >) [PF,D'F]o, (3.2.22) 


Viera 


其 中 常数 Mo 和 М„ 依赖 于 ati, аб, BE, bis bho c, 以 及 它们 对 
< 直到 * Bra ask, vert, 

MEPS 和 |1] + e <: — 2 0 Doae 于 (3.2.8) 的 
左右 两 端 , 我 们 可 以 得 到 一 些 方程 ,利用 这 些 方程 ， 形 为 D'8e+?/ 
Өг р> 0, р 十 p 委 5 一 2) 的 导数 可 以 用 上 面 已 经 估计 的 x 
的 导数 项 来 表示 .因此 对 于 了 < 我们 得 到 《3.2.6)， 

对 于 4 所 + 所 7T 一 8， 我 们 用 同样 的 方法 获得 估计 《3.2.6)。 
为 了 估计 (e, ж) RIZE (3.29) 并 且 完 全 象 对 于 + AE 
所 做 的 那 税 来 变换 其 左 端 诸 项 ， 但 是 ,代替 不 等 式 (3.2.10), 我 们 
考 目 不 等 式 


Lgs, ela] < Malus ЛИ 


a 
+ Š Lotus Ia eue È [ay rental, 
+ 2 [owat e Eb, 10e, 十 去 [us e*u]e 6, 


Ята RE £2 n B m < ar КМ, HERE yG) 一 [wy 
17ePs]o, 的 估计 《3.2.13)。 我 们 利用 不 等 式 

` СЕ, wle] «СЕ, Е] + Molu, eula 
来 估计 (3.2.9) 的 右 端 ， 其 中 常数 Ms 仅 与 7 有关。 令 z= [us 
chulos HLERA O ROKIT r t 1. (3.2.9) 我 们 得 到 
不 等 式 
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#'(ту < Mus(e) + М PT, + MALE, Fle, (3:223) 
P Mus Mi 和 Mu 依赖 于 50, bK. 和 总 的 绝对 值 的 最 大 值 及 
fc M (32.23) HS EROR IAE. 

对 于 * > оо, ВИНЕ ИАН (Ош, D'u) IE 


+. RETI + P <: Ж r> n, 导数 Du M D Dis 


Yr, 56288 r < һ IE BH SERE fu Eda 
， 从 w 的 估计 和 关系 式 ú= u 一 wp 推 得 对 于 u, 所 要 求 的 估 
it. 
XR 3.21 假设 方程 (3.2.1) 的 系数 对 于 所 有 和 区 间 0 < 
ж (в Ж Т ЛИЙШЕ „Йй ЖА 
о (АЕ, < Дачка, + a ELS, (3.2.24) 
Khe EWE a > (ОР + 6) IE P ЖЕ p 22 一 1 的 整数 ,4 是 
常数 ， 假 设 (3.224) РТ E REH o<: < T R9 + 也 成 立 
Сала А). В а, өң, k. 如 ，c， 如 和 它们 对 x 
EF + Ж (> 2) 的 导数 以 及 对 = 和 上 * 直到 * 一 2 阶 的 导数 在 G: 
num 此 外 假设 对 于 0 «д, Ln, ati, а, bt, PR EINER 


dr 总 -的 导数 (其 忠志 ?十 1, fi l1| < 9) 以 及 这 些 函数 的 形 如 


oa cell crecen Mere 


+ 一 0 的 值 都 是 有 界 的 ， 假 设 函 数 {1, х), eG) 和 由 (x) 对 * 有 
ЖЖЖ. ШЕШШ (3.2.1), (3.2.2) 存在 唯一 的 一 个 解 1, х). ЭХ 
个 解 对 于 区 闻 0 < т 所 内 几乎 所 有 的 7 满足 如 下 估计 : 

Todi, < М.ф Ш+»н + Malerei 


+ max нанне + Ml 
<=, 


+ [ШШ ы, florere (3.2.25) 
RE f, p o dk 225) 中 出 现 的 范 数 是 有 界 的 ， 这 里 M, 是 常 
数 , 只 依赖 于 方程 (3.2.1) 的 系数 和 上 面 所 提 的 它们 的 导数 ， 如 果 
205 — 2) 2 m + 1, Д (3.2.1), (3:22) 存在 一 个 唯一 的 古典 解 。 
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证 明 ”我们 引进 磨 光 算 子 
Peu) j. аме — yrs y)dy 


фо (а у) Es x 和 y ЖЫК a ВАК, RATA < 和 7y 的 
距离 (а, у), MAWE o, 22 0, 4 r 2 e о, = 0, Ф 


Bae +) = as — oh, вез 


| ; Í pn De GOdeda = 1 


其 中 а, 是 5 的 无 限 次 可 微 函 数 , (EB XT oo ñc > s W 
9o) = 0, 而 且 对 于 所 有 的 o, ë, 之 0, 26 ШЕЖЕ 《3.2.4) 的 
方程 (3.2.3), 其 中 
Фф. = Pilg], ф == Р.1ф1, а P.pav], В = P.L] 

b = BB], с 一 Ё,[с1, fa = PUT (3.2.26) 
这 些 函数 当 : < T 一 8 时 有 定义 。 我 们 证 明 : 如 果 定 理 3.2.1 的 
ЖЕ 《3.2.24) 满足 , 则 对 于 充分 小 的 8 ЯП 0 < < T — в, 磨 光 函 
数 满 足 条 件 (3.2.5)。 WART Р, 到 (3.2.24) 的 左右 两 端 ， 得 到 

Ро у] < AP, lati E] + Ё.ГаНЕ,Е;] 


显然 
B, [оС Y] 2 ot PCEN] 2 oC PEY 2 SE 


Бла, 一 È Fen = ath 


Balag у] = aE E; 
因此 对 于 & Т 一 s, (32.3) 的 系数 满足 条 件 (3.2.5), 

在 区 域 Gra 内 ,我 们 考虑 由 《3.2.267) 给 定 系数 的 方程 (3.2.3) 
具有 初始 条 件 (3.2.4) 的 Cauchy 问题 .因为 在 > 0 时 (3.2.3) 是 
双 曲 型 的 ,众所周知 ,问题 (3.2.3), (3.24) ERE s Cr z), 在 Gr-。 
内 无 限 次 可 微 . 因为 条 件 (3.2.5) 成 立 ， 由 此 推 得 aG. х) 满足 
《3.2.6)。 所 以 从 集合 wu Gs z) 中 可 以 选取 一 个 序列 ， 当 上 一 0 时 
16967 бу) 的 范 数 下 收敛 而 且 在 € (69) 中 弱 收 敛 , 容易 看 出 
极限 函数 nC:,*) 满 足 不 等 式 (3.2.25)。 
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注 1 应 用 Соболев 嵌入 定理 于 (3.2.20) $n (3.222) 的 推导 
中 ， 定 理 3.2,1 中 关于 (3.2.1) 的 系数 的 光滑 性 要 求 可 以 减弱 ， 象 
[125] 对 双 曲 型 方程 和 [27] 对 《3.2.1) 型 方程 所 做 的 那样 
注 2 对 于 两 个 变量 的 (3.2.1) 型 方程 
жы 一 VNR, х)а„„ + аба z)ux + bs x)u, + eG z) 
= Қ, z) (3.2.27) 
的 情况 ,其 中 MK0) = 0, 2/0) 220, 1/2 0 BE 200 > 0,368. КО, 
х) Z сопи >> 0, WEH 3.2.1 推 得 ,如 果 
ata) < 21,4K* + PO) (3.2.28) 
而 且 方 程 的 系数 ,函数 f 和 初 值 函数 9 与 少 都 充分 光滑 , 则 Cauchy 
问题 (3.227), (3.2.2) 是 适 定 的 。 WRA = m K = 1, 则 条 件 
(3228) 取 形式 


Pla] < RP + 6))^ (3.2.29) 
在 论文 [10, 12, 83, 106] 中 研究 过 问题 (3.2.27),(3.2.2). 在 [83] 
中 用 积分 方程 的 方法 获得 问题 (3.2.27),(3.2.2) 适 定性 的 条 件 ， 它 
类 似 于 (3.2.29). 特别 是 在 [10, 421 中 证 明了 当 20) = 6 FB. 
8 > 1 时 间 题 《3.2.27),(3.2.2) TEREE. 

# [18] 中 获得 方程 
Hu — бн = au (270, 0 < x <1) 

的 Cauchy 问题 的 一 个 显 式 解 , 其 中 9 = const, a = 4n + 1, n > 
0 是 整数 ,初始 条 件 为 

ulem = ule), ul 0 
这 个 唯一 解 是 
2 vn (+) 


ur x)— >; 


和 一 DT 人 + 二 a 


这 个 公式 揭示 量 a 和 要 求 初 值 函 数 光滑 程度 之 问 的 依赖 和 关系， 这 
种 依赖 性 由 不 等 式 (3.2.29) ЖШН. 
注 3 从 定理 3.2.1 的 条 件 (3.224) 推 得 : 如 果 对 于 某 向 量 
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M.S du 


Es 在 点 (hy m) Ë on, ху; 一 0, 则 对 于 这 些 g, ЭШ iG, 
m)6,5; == 0 对 于 所 有 的 + о 成立， 因为 根据 〈3.2.24)， 函 数 
ZG) 一 аі, л), 满足 Z, 十 AZ 20, RBS = x 2 
0. 


为 了 允许 讨 论 在 区 域内 退化 的 更 一 般 双 曲 型 方程 ， 我 们 证 明 
以 下 引 理 。 

引 理 3.2.22 (EHE uu Cs х) 是 在 区 域 G7-s 内 具有 条 件 (3.2.4) 
的 双 昌 型 方程 (3.2.3) 的 一 个 解 ,其 中 ab, Bb, cas М, ho Pe T $, 
是 在 Cre 内 的 无 限 次 可 微 函数 ， 而 且 {:， 9: Mo 对 于 * 有 紧 文 
集 .假设 对 于 每 一 个 5, 在 区 间 4 < < T — e RAS 
e(T —1— eM) < Аай 8-а + sh ЕСТ e) at 

{3,2.30) 
27, ЖЧ а ЖАТ ТЮЛ. « RW > (Qp + 1) 的 党 
# p 是非 负 整 数 , 而 4 是 常数 ， 此 外 ， 假 设 在 区 间 0 <: <a 
同 祥 这 个 不 等 式 对 于 某 些 常数 【可 能 不 同 )“>0 及 4 > 0 yr, 
Wisi 


По, |28, < САЙЫН -a + ПН арар 
+ psllosters + Фо (32.31) 
成 立 ， 其 中 常数 C. ВОРА ЯК ан, aus bb, bo c 以 及 它们 对 = 
和 := 89): + p— 2 阶 导数 ， 对 “直到 * 十 阶 导数 的 绝对 值 的 
最 大 值 ;这 里 G° 一 Gru. 
证 明 用 «(Т в) RDE (32.3), 并 且 在 区 域 
GH0sr« T —e,x€ R”) 上 积分 ,这 里 9 = cont > 0 fj N= 
2p 十 1， 我 们 用 分 部 积分 将 所 得 方程 各 项 变换 如 下 : 


[ns CT — t учета е EUN n CT 1 в) ате] 


+ lw, а — i 69e — Gn CT в) 
benz, (T — t — 8) er] 
т Wis na T 一 (一 ee 
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Z$ lun (T — виде Та 
p еба — se 
{Сабиш}, (T — t — 90] 
= н — 1 — etl 
一 1 Габи, МОТ — t — eW ne" len 
一 十 Lal uas в T — Е) 0ге 
+ + Caius, us CT — в) уш 


容易 看 出 ， 如 果 5 > 0 充分 小 ,使得 (2p 1) < LN в) 
ma ERER (32.30) 中 的 常数 , 则 估计 
әш, (T — t вете] | 


E4 x 8) на» (T — à EV bius e 70 ones, 


+18 
2 


[җә ше "(T — t — в) ee, 
+ B Lass CT — 1 eatur 16, 
+Ë [nue (T — r — £y'71]e, 
: 2e 
或 立 ， 此 外 
[ois s (T — £ — в) 9] + Les (T — t — e) elo 
< Clu, (Т — 1— в) lg + Cia T—1—8) e] 
[fas (T — t — в) ее а < LS f(T — 1 — ele 
+ Га, (T — £ — e) e]; Crs C, == const 


显而易见 ,对 于 任意 光 请 函数 ”和 2 3, 关 系 式 
EI 


aee 


а — gas = 一 全 ACT it b) vod 
" 


0p СЕА | 
йу. ШЖ ЖРМ > 38 ° А 
ЕЯ 


< To, v) 2[(Т—,— в) ig, n, 1863.232) 
特别 是 ;对 于 任意 的 六 关 0 3 
IT 一 上 一 ezo vle < e – LEY vs " + (o, [21 
- (32.33) 
ЭЕ ЕЛНАЗ AE (3.2.30), CURA BIER 
表达 式 ,并 且 选 取 9 > 0 充分 大 ,从 方程 
UL, e "(T oe etu х= Esse (T — € — e ule 
得 到 
Га, (Т 0 в) е0] + [uy (T — 1 — в) еа 
= CAT. ACT 一 上 一 D 
+ (фа Pida Was Ф) (pes pest 
其 中 常数 С, 依赖 于 он, bes с. T, 8 Ro. 
现在 家 们 假设 ， 对 于 [1&4 — 1; 已 经 得 到 形 为 ， 
[D'u, D'a(T, — me)" te jer + [Dies D'a (T —1— 6) Ve 


<of Y^ ш, rir 一 ee 


мт, 
+ У) (o ред > р, р) 


не H ШИЕ] 
` (3.2.34) 
的 估计 ， 其 中 系数 C, ЖТТ hy aM, bb bb c 及 它们 对 * 直 
到 和 一 工 阶 的 导数 :， 我 们 来 证 明 对 大 [/] m qi ty ана 
(3.2.34) Еу. SEE 084163 
[D L,Cu), Di (T. — £ — ву] 
= [D DuC — r— eye] (3,2.35) 
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+ 


t 且 用 分 部 积分 变换 它 的 各 项 ,有 : 
[Ds Рат — à — eye] m D D's аСТ — # 
von e 


= ое Ла + È [Dia Өрт —4 — se ја 
Lym Й 5S сї ` 
1 (D'u, Вит I s 


ARRAN А 
Гер" “e р "aT 2 e los 


=Ë 2 [ND адэ Dia UT — m вуне 
1 Баел, рат — i — ente 


+Š (ил, Di (T 一 Pin 


容易 看 出 | 
Uus Du CT — yet 


= + (90и Dis, (T ву) — X [ai D'u,,, 


Ри. (T. — £ — €) cy 十 二 Y [aba D а. (T 


—_ seu 一 十 рш (Т ET 
2 Д “ y 

一 or 7%] S [aH Dias D'u, T — i 
E т=з 

a 一 вучае + Mc S [(Dr(ab)DI-ru, Ja D'a CT 

(vi> 
—a—syeje, C; = cot ,. (3.2.36) 
应 用 不 等 式 《3.2.18)， 我 们 来 估计 (2136) 的 最 后 第 二 项 ， 对 于 
Ir 一 1 有 ^. Й 

(Lati D- ueg Dia, СТ 1 — eile 


= Са Оч, РСТ 一 上 一 ee Jo 


+ DD as рабт =i DII 
< Mati "ans РЕ СТ need 
CD's D'a,(T = t ee Ue 


* C [D'a, pucr 一 上 一 ae "le 
М чї ' 


"Tm Wir aseo Gasse 


后 一 项 显然 不 超过 o; TEN 
€, ү ир, DT 一 (一 er ut]oe 
1716 P 


x 


oer + [Diu рыт r= зе -iy 

其 中 C HEC 及 它们 对 < 直到 如 脸 的 导数 ， ， 

EH, i" | 
20а D's(T — í — eeu] 

< Пари, рит — — ву], 


十 | 9) Сара СТ — 1 вете | 
14115 


v 


1 
XN ғу 


十 工 L аар (T = t уге aa. 


[6fD'a,, , БАР! sa ~ а ne теи] 


M 


一 т d ир, "c 一 上 一 Lye a 
+ рм, (Т 一 ! 一 улесш, 


"bes рш, Бет ЕА 


rie 
` + [Diu Dra( 了 —3 — Meter) 
ХИ а Е (32.30) 中 的 常数 ， 是 充分 小 的 正 数 ， Cs 一 cont, Ж 
易 看 出 р 
HDI), рит 一 上 一 ae nel 
+ Пре) Dia (T, — £— set] 
-28b ° 


< Co { S [Drs Dru (T — i — вуче 61 
[ILI 7 Е 
OS [Des рат 一 人 rod 
ifs . 


常数 Cu 依赖 于 方程 (3.2.3) 的 系数 及 其 对 * 直到 a 阶 的 导数 . 记 
性 所 得 的 估计 ,不 等 式 《3.2.33)、 条 件 (3.2.30》, 并 且 选 取 常 数码 充 
分 大 ,从 (3.2.35) IS 估计 (3.2, ^" 对 于 НЕ а + Р {Л 
成 立 . ' 

从 (323) 及 3 на И назира ws 对 + 高 于 
一 次 微分 的 导数 的 表达 式 ， 从 而 应 用 | < + h 89 (230, 可 
Witek BP I ps t p; 我 们 得 到 ` 


‚деи би - 
р' 8% р T = a ву. 
[ дг р c RUE Je 


< Ж ЭЕ КАТА 
+ Wp Ü. t Vel) s (2230 
从 不 等 式 (32.32) 和 估计 (3.2.37) 得 到 : 如 果 N — 2p + 1, Ш 
"Кг, x) 满足 不 等 式 (3.2.31), . 
从 这 个 引 理 容易 推出 下 面 的 定理 。 
-定理 3.2.2 假设 方程 (3.2.1) 的 系数 对 于 每 一 AERE 
二 和 + 所 了 的 :4 是 比 T 小 的 某 数 ) 满 足 不 等 式 


«Cr — BE) < лачы, ab, e REL (3238) 


其 中 。 是 满足 & > Qp 十 1) 的 常数 (是 非 负 整数 ) 而 且 4 是 党 
数 ， 再 很 设 在 区 间 0 < <a PITRE 《可 能 不 同 ) 常数 “> 
0 和 4 > 0 满足 3238) 假设 系数 A аў 到, 如 和 5 对 x* 和 
WAE s 十 ?一 2 阶 的 导数 《s > 2), 对 * 直 到 :十 2 阶 的 导数 
BER MWE fg 和 中 对 于 = ARXAR B ts (32.39) 中 出 现 的 
范 数 有 界 ， 则 在 CC) 类 中 问题 (3.2.1)，(3.2.2) FERE 
sG, к), 而 且 对 这 个 解 成 立信 计 
ања, СЫ 1А, еса + АБ оодо 
» 262 * ^ 


+ Фф үөн + Molise (3.2.39) 
证 明 EEH 3.2.1 的 证 明 中 那样 ,我 们 磨 光 方 程 (3.2.1) 的 
ЖК ЖЕ f, p, Ф.Э Н ЖЮН (32.3), (32.0, 其 中 (3.2.3) 
的 系数 和 函数 f., p, Ц Ф.н (3.2.26) 来 定义 .对 于 问题 (3.2.3)、 
《3.2.4) ,我 们 验证 引 理 3.2.2 的 条 件 (3.2.30) 是 满足 的 。 为 此 目的 
我 们 应 用 算 子 P, 于 (3.2.38) 的 左右 两 端 . 
HFSS T — z, 我 们 得 到 不 等 式 
аР. СТ — ОУ] < AP. feet] 


— Рал + + p [eet] (3140) 


容易 看 出 
BIG — DENI 2 (T — : в)р ОРЕ] 
> (T —:— в) 
P [cb E] = att; 
< 17 
аа уне 

从 这 些 估计 和 (3.2.40) 推出 条 件 (3.2.30)。 我 们 得 到 问题 (3.2.0)， 
(3.2.2) 的 解 作为 问题 (3.2.3)，(3.2.4 的 解 当 e — o 的 极限 .显然 
对 于 极限 函数 x(4，z) RER (3.2.39) 成 立 . 

注 4 从 条 件 (3.2.38) 推 得 : 如 果 在 点 《hu，z) 上 对 于 某 些 
TIRE £, aos ELE; m 0, 则 对 于 这 些 E, HE afr, а) Е, = 0 
对 于 所 有 的 了 22 s Hor. ` 

从 定理 32.181322 容易 推 得 一 个 定理 ,人 允许 方程 (3.2.1) 在 
更 一 般 结 构 的 集合 上 退化 ,特别 是 仅 在 个 别 点 上 退化 

定理 3.2,3 假设 区 域 _Gr 可 以 分 为 有 限 个 区 域 GT; <: 
«Ту, z€ R“), 使 得 在 每 一 个 G; 内 ， 或 者 满足 定理 3.2.1 的 条 
№ 


а т) ОКУ < Лачев + ыы 
或 者 满足 定理 3.2.2 的 条 件 
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atik E, "m 

POE — б 
а 和 4 满足 相应 定理 所 述 的 要 求 。 如 果 方程 (3.2.1) 的 系数 
和 函数 为 p 以 及 中 (有 紧 支 集 ) 是 够 光滑 , 则 在 67 РЕН (3.2.1), 
(3.2.2) 在 (Gr) 类 中 存在 唯一 解 x(1, х). 即 我 们 要 求 的 光滑 
性 提供 在 每 个 区 域 G: 内 满足 定理 3.2.1 或 者 定理 3.2.2 的 条 件 , 这 
些 条 件 将 保证 在 Gi WPC ЖИНАК ulir- 和 ulej 的 方程 
(321) 在 9E" (67) 类 中 解 的 存在 性。 

在 区 域 6; 内 定理 3.2.3 是 连续 地 应 用 定理 32.1 和 3.2.2 来 证 
明 的 . 

例如 ,从 定理 3.2.3 推出 ,方程 、 

us — 20 — PIO — £P + Z Tuus + au; + bu + ca = ] 
其 有 条 件 〈3.2.2) 的 Cauchy 问题 ,如 果 方 程 的 系数 和 函数 户 p 以 
及 由 在 G7 内 充分 光滑 , 则 总 是 适 定 的 ( 即 Саосћу 问题 的 解 存在 、 
唯一 旦 按 某 种 范 数 连续 依 帧 于 初始 数据 ). 


aCT; — ОСЕ)? < Ао + 


$3. 二 阶 方程 Cauchy 问题 适 定 性 的 必要 条 件 ” 


E. ELevipu，A，Laxpa，P、Laxga， Mizohata 和 Ohyal™”, 
Strang 和 Flaschkai?, B. Я. Иврий*”!, B. М. Петков! 等 等 在 
各 种 假设 下 研究 任意 阶 微分 方程 Cauchy 问题 适 定 性 的 必要 条 件 
问题 ， 下 面 的 调 述 用 到 这 些 文章 中 建立 的 一 些 概 念 . 

假设 0 是 R"** 一 (s … ,xm) 中 的 这 样 一 个 区 域 : 其 边界 
包含 超 平面 omh 上 的 区 域 w， 而且 OWK AME >h, 特 
别 是 ,可 以 是 (à < % < Т, (ау, +++, za) € R") 型 的 区 域 ,T 一 
const < oo, 


E IA #015677 


? 由 作者 添加 到 英 译本 。 
264. 


Llu) = J, а) = f(x) (3.1) 


其 中 aC) 和 f(x) 是 在 О БЙТКЕН ER, OX 
Е] 

Dj- D$ #—%,1, n Pl 

D° = Di- -Dam lal = o + et oua! = osten 
在 区 域 3 内 我 们 考虑 方程 (3 3.1) 具 有 初始 条 件 

пен = £o Dou| rea ñ (3.3.2) 

的 Cauchy (01, Ж g M e 是。 内 的 给 定 函 数 。 Cauchy 问题 
《3.3.1)。《3.3.2) 在 9 内 称 为 适 定 的 ; 如 果 对 于 支 集 在 2Ueu 内 的 
HERR A) € Co (RT) 和 任意 函数 n, p € Cz (o), 在 总 内 存 
在 一 个 满足 条 件 (3.3.2) 的 方程 (3.3.1) 的 解 v) € СӘ(0); 此 
外 , ЖЕ ОП [z < n) OIIE e 2 А) P FG) = 0E e S Gm 
0, 6 GO 三 0 的 条 件 一 起 可 推 得 在 ОП (z MI) P aG) = 0, 

BIM 3.3.1. 假设 Cauchy HB (3.3.1), (3.3.2) ERRORE 
适 定 的 。 则 对 每 一 个 使 得 天 由 w ЕО КЕ КСО Џо, 存在 一 
DER > 0 和 常数 > 0， 使 得 对 于 任意 的 函数 fe CF?CK) 和 
任意 的 о, g€ CICK Ye), 问题 (3.3.1), (3.3.2) 的 解 C) 满足 
不 等 式 


зур lal «clu, 25 |Р] + зар 22 Pel + рч) } 


. (3.3.3) 

, WEB) 在 函数 (f, go, eO 的 线性 空间 М, E fece- 

(Re), suppfCK, g, g € CCo), suppp Kf) o RO suppe CK 
По, 我 们 引进 半 模 的 可 数 系 


20}, вы) = sup У |D 十 sap S CD gi + рр) 
K oaa Kilo jangi 


对 于 所 得 空间 的 每 一 个 元 素 (f, в» 67, 我们 联系 Cauchy 问题 
(3.3.1), (3.3.2) WR ula) є CAD), FEE Mx 上 定义 一 个 算 子 
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T. WAHE Cauchy PIR (3.3.1), (3-3.2) 乡 内 是 适 定 的 , 容 
БЕЊ, ЯТ ЕЈ. Akh FARANE ATTE 
ERB. KAREE- MER k > 0 和 C 一 const > 0, 使 得 对 于 
任意 的 Gf, g, g.) € Мк, 对 于 Cauchy |8] (3.3.1), (3.3.2) 的 解 
u(x), 不 等 式 (3.3.3) RY. BEER 

40514 т, 引入 记号 

a! == (sux 0 0), x" = (0, Dx улы) 

£ = (Rss 850,0), 87 == (0,0, 5a t sEm) 

Wlr—2za".E = + E", РЕНЕ, Sus) АЛЫ 
应 的 记号 mE | ` 

а! = (о,,+--,о,0,+-+,0), a" == (0,5, 0, Wm) 
a= m + e”, ARH 8 — PB. 

我 们 将 方程 (3.3.1) 写 为 形式 


La) = > L(x,D)u = f(x) (3.3.4) 


其 中 
Lr, D)u = У) „(урш 


лате 


* 
LG, D ао Uk Do (EE) (3) LG, p 


re 


(6 76 GG "GE GET 


tesim) EOU o, TEGERE Ж Р,, Р, 使 得 


1—£5-- 570 (3.3.5) 
并 且 使 得 对 于 任意 的 8”, 有 Dl 
Lg. 87) = 0 (3.3.6) 
只 要 | 
IARE plg + All < 2 (3.3.7) 


那么 ,如 果 Cauchy 问题 (3.3.1), (3.3.2) ERIR О Vg GE ХЕЙ,» 0 
ЕН E", 
L, (4, E) = 0 (3.3.8) 
只 要 А . 
BR AED 0B] 1 (3.3.9) 
证 明 (SAR ACR. YE Cauchy HE (3.31), (3.3.2) 在 上 内 是 
适 定 的 ， 并 且 假 设 存在 8， 使 得 对 一 些 En, 有 L. (4,82) 960. 1 
P D) + nl" < 1, 
此 时 我 们 将 证 明 : ,存在 一 紧 集 Kcovo 和 Mx 中 的 函数 
f; dos Eo 个 得 Cauchy {дй (3.3.1), (3.3.2) 对 应 的 解 x(x) 不 满 
EREA (3.3.3). 为 了 构造 问题 (3.3.1),(3.3.2) 的 这 种 解 ,我 们 
进行 如 下 。 令 * 是 > p HERR. AN ATES 
RO= + |#|) BUE (3340) 
并 且 对 于 其 各 = 0, L. (2, £) 0 A REIR 8 = # + P" 8 
Жа. SR. ñ > p, 则 „сей. Ю.Е, RRE M, 中 使 得 
不 等 式 


. вд, > 35 - —2)-—1 (3.3.11) 
成 立 的 那些 8 的话 合 . 
f 我 们 可 以 候 设 定理 3. KEPADA P, R pi ЖОК: 对 于 
任意 多 重 指 标 pe mo, 有 . 

7 лар) 22-Р) 1 Gi 
йшй РАЙ 8, € Mrs, TRAGE (3.3.12) ЖЖ, WRIT 
以 证 明 dei IH ¿> P ДЕ 3, 非 空 并 且 对 于 任 六 的 
BEMS ' 


Ri (e) > 2(p, — 2— 1 
我 们 取 这 个 ЧЕЗ p BET “ Е 
: mb 假设 存在 一 个 pse Wy,, 使 得 RAO) < < 2 一 n= 
.如 果 
A e OR £O + |841) 一 Re C02 —. DG +} у = К, 
则 容易 看 出 : ， 


Re) 一 Вору) + (à PDO + 1841 27 200 — А) — 1 
另 一 方 区 ,如 果 
£, < G — Ra + Р + [651001 + Ips) m K, 
W R. (n) < 1, 显然 K, > 09, 这 是 因为 R, (P.D < 1, 而 且 
— K, = DG — ВР) + 2Q — P, 6X1 
dg + IBD G + 185) 2 0 
BARER P, + P > 0 RI 1— Res(p) > 0， 所 以 这 关系 成 
Xx. 因此 存在 正 的 有 理 数 4, 使 得 
12 Ral) > 20р — 1) — 1 
我 们 取 ¿= Ke, Hh в=сопи 0, 而 且 є < (1—К„(Р,)) 
(+ |#@ Ул. йл > p; RUE „сїй, f] B. st, 非 空 , 容易 
看 出 ,如 果 pe Er 因为 
RCh) = RD + (a — P200 + 18D 
> 2(p, — 4) — 1 + ZG, — p) + G – РОА 
а) 2 20 д) 1 | 
HW 86 E,. 此 外 ,如 果 存 在 多 重 指标 8 € ЭЛ, , 使 得 R A) < 2(P,— 
s) 一 1, 则 如 上 所 述 ,我 们 可 以 求 得 一 个 有 理 数 27 n, HUS 
ITRS)TÀX—4—1 
因为 E,CE, ifi B. E, 与 E, 最 多 差 一 个 元 素 ; 而 且 集 合 NM EE 
限 的 ， 我 们 可 以 继续 用 这 种 方法 经 过 有 限 步 骂 后 ,得 到 一 个 有 理 正 
数 /使 得 > PaM, 非 空 ,并 且 M, «СЕ, RIBLA * 作为 名 的 
gu. 所 以 对 于 所 有 的 єзї, (3.312) 显然 满足 , 、 
“不 失 一 般 性 ,在 定理 条 梓 下 ,我 们 可 以 假设 4 一 0。 EE 
的 变换 : . n 
y! — pel, Y" = р'х”;к, T = const > D, p = const > 1 v 
(зз. 13) 


n 
wma tis at em a EU 
如 果 佑 计 (3.3.3) 成 立 , 则 对 于 新 变量 v ihi 
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sup 14] < Co" t, X БЛ о; Уур 1а} 
(3.3.14) 
成 立 ， "T ou w fa K, ABE D, йик Ж Y" URL 5 二 
mar, к). {ЕД z = 0 DRBR K, 我 们 将 算 子 L 的 象征 表 
RA Taylor пания, 因此 我 们 得 到 
L, £) ~ Lg QE" + Rale, E). 


rb {а yo лт 


- ру оне. M LES, үү" 
at Bk ani» N 9181 


же" Уу 0. (3315) 


E 
其 中 ba EHE G NXTe аники, p 是 象征 LCa, Е) 
对 于 旧 变 量 的 相应 导数 ， NN 是 将 在 后 面 定义 的 某 个 正 整 数 ， 而 且 
А007, 8) = 6 — |а| + 1D + Cat — 181) (3.3.16) 
我 们 假设 在 点 * 二 0. 上 满足 条 件 ($3.6》 和 , (33.7); Gomes 
Hr (3.3.8) da (3.39),, HARA TORY ` 
NER PRO Gan) 


AR RAD) — R pom HIN CES 因此 在 
Ж m” 97 = 0 fi — 个 多 重 指标 =E Pu, 使 得 工 ， 
AOA 

在 点 * = 0 的 一 个 邻 域内 ， ыа L(a) 一 0 的 如 下 形 
式 的 浙 近 解 mw 


x, (9) = EM ess fore Ë Woden Gain) 
Roh o, 是 某 个 有 理 数 ， T" +++ > ov 220, n 是正 整数 ,7 
是 实数 ,7 950, 71,40") = XT ils MN: 是 整数 ;函数 vt(y)， 
PO) ЖК т» s, Nis Ni Be E Vix, 

我 们 令 А 
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W = expiL 9", gro + q (y)e%] 
ш = expi p eG 1 r= > ye 
Lum P3 "EU 000, D" (33.19) 


H Leibniz 公式 有 


Lynn) = Lua(W)wo + A l = Litas) w) | 


(3.3.20) 
容易 看 出 
Los) — w | PE EZ Leg, ve) 
- . primae (а es тору» . 
+ Оо, „| о, (3.3.21) 


其 中 0o, Y) B 6 p 的 二 阶 导数 的 项 组 成 。 我 们 将 证 时 ， 对 
于 选取 确定 的 z, r 和 ww 在 表达 式 (3.3.21) рее 
» 9 2er o), ЗЕЕ АГ Qo?) th e 的 宕 次 相同 。 我 们 令 
7! 一 1 一 加 十 如。 由 于 定理 的 条 件 939. SCC» 0, 我们 现 
=н. - 

{фа-ю-фи-ла+ IED- an 


x= 9р, r= - ар, (3,322) 
EA 205, — 5) - 1< R <1, BR O0 < o, < 1,{Е (3.321) 
包含 因子 LRQ TT Су)" BID p НЕЮ ЈС). Ж 
пин RE Lori =, Br Ion. 

ЖПБ : 
t ya JG, a. E) S Dur s — [a + e" [C — &)1 
-detQ — 2) + O20 А) лг] C 
+ pi — G lel) ~ $91 
29 < 


= jæ — 4) + 4IQ — 0 + P.) Р pls" 
= 180 ae sa + PD e м1 13423) 


如 果 s 一 L8 EM RE s m 0, Á BE SRL o < 1,P(1+ 
IAD +21 < 1834-4806, 有 RICO < RO) 
的 事实 , 则 对 于 每 一 个 < 显然 > — JG, a, 8) 22 0, 我 们 注意 到 ,如 
Жс 1,0 == 0,0" 一 0,6 € ps 则 在 这 种 铺 形 下 > — JG, о, В) 
0. Hc 1 而 且 不 属于 Vt. 那么, 如果 Ie] = 1, 由 于 

61 a sa iFDe nl <1 


RITE v — а,в) > 0, 但 如 果 lo"| 1H LEPO, và") 9 
0, ДЕЕ р 360, # Lu, Y") 90, АТ (ї+ 
IDP + Р" 2 1， 并 且 从 关系 式 (3.323). 推出 在 这 种 情 形 
Hao — JGza 8) > 0. 

如 果 s — 2 ü B. ЫЛ"? (О, у") ve 0, 则 存在 一 个 点 好 ,全 

LER, 12") = 0， 因 此 ， 由 条 件 (3.3.6) 和 (3.3.7)， 我 们 有 
КК + 087 | 22 一 [oe | AERE h v — ЛС, a, PYE 
0 并且 只 有 当 e” = 0, la'| = 2 üE. Po > — JG, e, D 
9. 

如 果 п 是 有 理 数 o, qp, qp, 和? 的 公分 母 ， 则 在 展开 式 
《3.3.21) 中 , р 的 每 个 指数 取 形 式 jn, 这 里 ji EER, O v= nn, 
则 从 前 面 的 讨论 和 (3.3.21) me 


Lua) = w$ de” =i (524) 


其 中 40, o 。) 是 具有 解析 系数 的 e А, 而 且 数 М, 
RAFN, 
上 面 我 们 证 明了 


A9) m У LF, nin Gol ore (ln 


十 7 > z 1.0, Я") (3.3.25) 
LIP 
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对 于 |в| = 188 Lo QV). ВТЕ В o 的 宕 的 展 
FA. ташат l| = 18 


LEW) = 5 Gun? ))e7* 


-p | a * 5 PE Bio 


(3.3.26) 
如 果 |а" 一 1 mp” = 19/894, 14141 < m, WEB 
看 出 


Len) = Bag нот 


- Were s PECO, Ф) (3.3.27) 


#=1ї 
这 里 Вы, 和 Cion 是 P 的 导数 的 线性 函数 ， 系 数 对 y 是 解析 的 ， 
而 且 N, 是 依赖 于 N 的 整数 . 
现在 我 们 求 (3.3.20) 右 端的 项 的 如 下 形式 的 展开 式 
He У цор) 


laim? 


" 
=w Ð gems Dow) (3.3.28) 
lll в! К ` 


这 里 wo ЖЕШ. 
对 于 lel —2, 8 


N; м, "m 
ро) = w | А (S ioh ) ` {Ж rui. 
jd * j=1 


Na 
Tti) очреі | + ре 


ici 


T > na [Sew Ja} 
im 
其 中 bi = const, 


272. 


HERE 
Н= жо M gent а. " 


[d 


. |. xe "te +5 „(в 


pr i=1 
+> nos) + р | (3.3.29) 
E 


其 中 ө, Р pt 和 yi 的 导数 ， 而 @? 8144; 依赖 于 i 98. 
RITER ља", 8a] = 2) 的 估计 。 ЖЕЛ] + P18"| 之 
2 一 le1， 如 果 对 于 某 加 有 Lís7(0,47) 天 0， 从 关系 式 
《3.3.23) 得 到 B 
phe, 8).— Q a + e"|(1— 9) 
> ZED sa - nG + 101) — РАИ) 


= (2 — |а|) 
因为 а + a| — 2, ЕКЕН 
аба В) < > — [Q — а оо 2 — 16 + a" | — oo) 
Ф» — 20 


考虑 表达 式 (3.3.24) 一 (3.3.29), 并 且 应 用 公式 (3.3.20), 得 到 
1н) 一 vel ve > P 


s-a Әл, 
+ > [zt 5 +5 P in.) 
. (> + > о) 


je 


б " 
+ У M65 em + S sov) 


iw inl je = 
+ У) Й Ў p'i* Bg, + 3e (es 
122 | жип in 


1273 


* > ihe) D” É net) (3.3.30) 
к= k=0 


其 中 rua E5 v, ф* ЖП р ЖЭЙ. 
为 了 确定 函数 p', 我 们 考虑 微分 方程 “ 
AQ фу = 0 (3.331) 
中 ie HU (3.3.25) 确定 7 
Fo MEDEE 10,77) s 0， 由 此 推出 ?的 多 项 式 


ву = У) (0, 4) 
bea ВІ 


至 少 有 一 个 系数 不 等 于 0, WE UR MAE УОТ, 
tt IA) EE vd > 0 EL 67) = 0, ' 
我 们 证 明 方 程 《3.3.31) 关于 e$, К. ALAR EE 


AQ, st > z: X0, v te РРО) 
dati: 


对 于 方程 
AO", bo 0, 505, 0) = ашыу + TRO) = 0 

如 果 适 当选 取 数 的 符号 ， 则 对 于 D 存在 一 单 根 FO, dE 
ImF(y*) < 0. [ДИЛЕ д У* С G 内 和 在 空间 Gr Eo 
原点 的 一 邻 域内 ， EXT AMT = FO, estu 
满足 方程 AIO. s 51) = ОЗЕН LEGS Eo c 0060. 
由 Саисһу-Ковалевская (жю, 在 点 y* 09865 GCG, 内 ， 存 在 
方程 


ж 


Фу; m FO. фу,» soo) (3.3.32) 
具有 条 件 


^ 
Plaas =i D MO —rf)0;—» (3.333) 
bii 


的 一 个 解 折 解 o2 ,其 中 Lo] ЗЕЛЕ, 
пену = э* EHIE (3.332), (3.3.33) IB P'O) 展开 为 
Taylor 级 数 ,得 到 : 


+274: 


уу = о (ut ye d NO OCT) _ yt 
ФО) коо + y TEO G@,— y) |O: — y) 


кюу, — 9G — PD + aC — y*]) 
. t (3.3.34) 
iË mq? Oo") < 0, RITIRI 的 一 个 充分 小 信 域 
Gs 使 得 ， | 


Imply) 2 CI — y#| + > in = yp) (33.35) 


ЖЕ G; = 6, {%» < yË) Pala Xr C, = const 0, 
此 我 们 取 上 面 所 构造 的 问题 《3.3.32)，(3.3.33) 的 解 PO) 
作为 (3.3.18) 中 的 函数 e. REE- 


па 
ъс ебат 
а 


Ped, nS 1 N; ° 


Ж (3.318) т Р Lo UE ARES) mà 
于 tr 的 所 有 项 的 和 等 于 o 来 确定 , 即 我 们 逐次 定义 P 作为 方 


程 Di . À + 
PL (98) o SEL 
. . " (3.3.36) 
RERE. e nose. P (elisa Wo ， 
gm = 0, padzen 1 o (3337) 


的 解 , 其 中 Ф, 是 已 知 的 解析 函数 .因为 对 于 ?一 六 H 04 8D ues 

0, НЕ, EA У* 的 一 个 宛 分 小 部 域 G ру, TRIER (3.3.36), 

өз 3. D nv LK 1: лхан 入 和 ud 1, 
= DRANG.. 39), [XO 


омба) 一 Wwe > n Fi 
E 


«2754 


+ Z(x55 + > n Bjo у>, 


үл 


+5 5 0% ёри + p^ 


Пат i21 


х > Š 7" тыр» | (3.3.38) 
191=2 ;=0 
其 中 бу. В С, 是 已 知 函数 ,而 No N, 和 N, 是 依赖 于 NN 的 
确定 数 ， 
我 们 将 求 形式 为 
v= x А viCy) (3.3.39) 
j-0 


的 函数 "。 并 且 将 它 代 人 方程 (3.3.38)。 令 (3.3.38) 右 端 包含 因子 

oo 人 — 0, 1, +++, NO 诸 项 的 和 等 于 0， 我 们 得 到 逐次 确定 
EIC vi 的 形式 为 
84, 

2 IDe g") 


) Deri + буй + as s =n 
(3.3.40) 


的 方程 ,其 中 o; 是 已 知 的 解析 函数 ,我们 歌 方 程 (3.3.40) RAW 
始 条 件 


|y —1 (3.3.41) 
vi [smt m 0E m 42s (3.3.42) 
的 解 作 为 展开 式 (3.3.39) 中 的 о?у), TRER y* 的 某 充分 小 邻 
域内 这 种 解 存在 ， 在 点 У* 的 某 邻 域 GCQ, 内 ， 用 这 样 构造 的 函 
Жа, 有 
Lipniku) — W woo) (3.3.43) 
Ж 1007, e) < Corm y, ПН С, 与? 无关. 
A IE p(y) ECG), EGK фр 2 0, WEER у" 的 某 邻 
E G Neri Sic = GN (y «ios = «nios 
党 }， 显 然 存在 一 个 常数 C; > 0, 使 得 对 于 集合 CAG OR A 


276， 


" 
I» — 1 + M bn (3.3.44) 
= Р 


考虑 算 子 志 ,的 象征 表达 式 (33.15) ,方程 (3.3.43) 和 估计 (3.3.357， 
(3.344), 对 适当 大 的 o, 我 们 得 到 


Do 一 RH 


` р>, [D*L(ouj)] < Сар [Wwl (ә + о-у 
Чак ^ 


+ Cp exp (-+ сс") 


其 中 сс, MAS p EEUU, | f 

我 们 选取 N 和 Ni, 使 得 一 N + £ + 2 <£ 一 好 一 1 Н 2 一 
m (м. l)a 十 所 一 咎 一 1。 则 对 于 充分 大 的 p, 有 

prsup 2 lprL(pu)! < Ce pleut +1) 
«ik . 

其 中 常数 суз эе. 

”因为 在 G; 内 对 于 p 估计 (3.3.35) 成 立 ， 并 且 对 于 y = yt 
IE 1, of — 0 推 得 对 于 充分 大 的 pofiit 


sup Ии | = |ехр (3 Mee <1 


Жл. RIER? = p 适当 大 ,并 且 有 


Соар У? 1р" Сеи) < (3.3.45) 
€ jarak ` 2 


其 中 C 是 在 不 等 式 (3.3.14) HOITAA GRR K) 的 常数 . 
Ма ЭЛИН. у > 0， 在 给 定 初 给 条 件 的 平面 za 一 4 ви 
内 ,我 们 可 以 假设 ss = 0.. Bu 08 


[PLE r. (Pup) lza = 0 


我 们 参 虑 函数 1(y) ,在 67 WEF Loun) MELIO) є C;(G),fi 
сор D 1р d 
Кт 2 
网 为 根据 我 们 的 关于 Cauchy 问题 (3.3.1), (3.3.2) Ор 
"HV 


送 定 的 假设 ,由 此 推出 在 2 内 对 于 问题 
у= win -0 -0 


dam 


存在 一 个 解 a IIBER » < уф и = guy. 

由 |фа„(У*)| 一 工 的 构造 ， 从 而 заро, [| 2 1， 因 此 我 们 得 
到 : 对 于 ww， 估计 (3.3.14) 不 满足 ， 这 与 Cauchy 问题 (3.3.1), 
(3.3.2) 是 适 定 的 并 且 条 件 (3.3.8),《3.3.9) 不 满足 的 假设 矛盾 . 

定理 证 毕 . ` 

比较 定理 3.3.1 中 所 得 到 的 方程 《3.3.1) 的 “Cauchy 问题 适 定 
性 的 必要 条 件 与 在 $2 中 所 得 到 的 充分 条 件 是 很 有 趣 的 . 

令 


10и) = u.s, — и 十 axis = 0 (3.3.46) 
其 中 а = const, fj А n s 是 非 负 整数 。 

根据 定理 3.2.1, 如 果 * >k 1 则 在 区 域 0 = {0 от, 
一 之 x 之 十 00} 内 ,在 一 0 上 给 定 初始 条 件 的 Cauchy 问题 
是 适 定 的 。 从 定理 3,3.1 我 们 得 到 : AH s> k D4bER Cauchy 
问题 适 定性 的 必要 条 件 . 

Ф 


L(u) == и, 一 кна, + arius, = 0 (3.3.47) 
其 中 a = const і & fü + 是 非 负 整数 ， 根 据 定理 3.2.1; 在 区 域 
0{0 < z, «T, —o0 < x, < +оо} 
内 ,如 果 s 之 ,方程 (3.3.47) 在 ко 9 上 给 初始 条 件 的 Cauchy 
问题 是 适 定 的 ， 定 理 3.3.1 表明 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 
对 于 任意 阶 方程 ,可 以 证 明 一 个 类 似 于 定理 3.3.1 的 定理 。 
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